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“ 张 量 分 析 ” 是 研究 固体 力学 及 流体 力学 的 重要 数学 工具 。 
本 书 紧密 结合 工程 力学 来 介绍 张 量 分 析 的 理论 , 全书 共 分 四 章 ， 
第 一 章 预 备 知识 ， 从 物理 重量 是 与 坐标 选取 无 关 的 物理 量 谈 到 
物理 恒 景 的 充 要 条 件 ， 接 着 引进 张 量 概 念 ,介绍 Kronecker 记 
号 和 和 排列 记号 edx 及 一 些 预备 知识 。 第 二 章 二 阶 仿 射 正 交 
KE, 并 明 了 “ 仿 射 ”这 一 基本 概念 , 对 二 阶 仿 射 正 交 张 迪 下 定 
X, 并举 五 个 实例 加 以 说 明 , 同时 介绍 张 呈 的 代数 运算 , 微分 法 
则 ,最 后 以 笛 卡 尔 张 量 表示 力学 基本 方程 ， 联 系 到 应 用 。 第 三 
章 斜 交 曲 线 坐 标 系 与 张 量 分 析 ， 本 章 是 在 前 章 基础 上 的 推广 。 
第 四 章 张 量 分 析 与 流体 力学 ， 由 浅 入 深 地 介绍 了 张 量 分 析 如 何 
应 用 于 流体 力学 ， 使 读者 能 对 采用 张 量 形式 基本 方程 求解 问题 
有 基本 了 解 , 并 掌握 其 基本 方法 。 

本 书 可 作为 大 学 本 科学 生 ,研究 生 及 工程 技术 人 员 参 考 书 。 
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“ 张 量 分 析 "是 研究 固体 力学 、 流 体力 学 及 连续 介质 力学 的 重 
要 数学 工具 。 它 具有 高 度 概 括 、 形式 简洁 的 特点 。 一 些 先进 国家 
将 “ 张 量 分 析 ” 作 为 大 学 高 年 级 学 生 及 研究 生 的 常规 课 或 选修 课 
开设 。 

近 几 年 来 , 随 着 我 国 对 外 学 术 交 流 的 加 强 ,许多 教师 和 科技 工 
作者 着 望 了 解 和 熟悉 “ 张 量 分 析 ” 的 有 关 知识 。 为 适应 新 形势 下 的 
要 求 , 有 些 高 等 中 校 正在 开设 “ 张 量 分 析 ” 课 程 。 

1978 年 以 来 ， 编 者 为 研究 生 学 习 的 需要 编写 了 有 关 讲 义 ， 并 
+ 1979 年 为 本 院 研究 生 开 设 “ 张 量 分 析 ” 课程。 数 年 来 曾 在 一 些 
高 等 院 校 及 研究 单位 作 汇报 讲授 ,在 汇报 过 程 中 ,得 到 广大 教师 、 
科技 工作 者 的 热情 支持 和 鼓 局 ,希望 能 整理 、 改 编 , 予 以 出 版 , 以 供 
教学 及 科学 研究 工作 者 参考 。 

本 书 力求 由 浅 入 深 、 密 切 联系 工程 力学 。 为 便于 阅读 ,本 书 尽 
量 选 用 其 他 参考 书 常用 的 符号 。 

本 书稿 经 山东 海洋 学 院 顾 乃 享 教授 及 武汉 外 利 电力 学 院 郑 邦 
民 副 教授 审阅 ,提出 了 许多 宝贵 意见 和 建议 , ШИ ЖЛ ЕЙ ЮЖ 
特别 咎 谢 美国 Howard 大 学 机 械 系 范 大 年 教授 所 给 予 的 鼓励 和 帮 
Bh. 

限于 编者 水 平 , 疏 误 之 处 欢迎 有 关 专 家 和 读者 批评 指正 。 
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第 一 节 ж ж 


任 一 物理 现象 都 是 按照 一 定 的 客观 规律 进行 的 ， 它 们 是 不 以 
人 们 的 意志 为 转移 的 。 但 是 , 在 研究 、 分 析 这 一 物理 现象 时 , 人 们 
采用 的 方法 则 是 由 人 们 的 意志 决定 的 。 无 数 事实 证 明 , 研究 方法 
的 选用 与 当时 人 们 对 客观 事物 的 认识 水 平 有 关 ， 而 研究 方法 的 好 
坏 则 直接 关系 到 求解 问题 的 繁 简 程度 。 

在 有 关 力 学 问题 中 , 这 类 事例 是 屡见不鲜 的 。 流体 力学 问题 
的 求解 ， 首 先 过 到 的 是 ， 如 何 针 对 所 提出 的 问题 选用 合理 的 坐标 
系 。 因 为 坐标 系 选 择 正确 与 否 直接 影响 到 对 问题 的 求解 ， 下 面试 
举 数 例 加 以 说 明 。 

设 流体 外 等 速度 o 自 左 向 右 运动 (图 1-1), НИКА 
标 系 , 并 取 0w 轴 沿 速度 名 方向 ,对 于 这 一 坐标 系 而 言 ,我 们 有 


0. = 0 = соп8%, Vy=0, v=0 


但 是 , 如 果 选 用 极 坐标 系 , 流 场 上 一 点 卫 的 速度 ， 其 沿 径 向 、 

周 向 速度 分 量 vr、.v。 则 分 别 是 
Vr=Vc0sg; V= — vsin p 
由 上 例 可 见 , 即使 合 速度 
М#-+єъї = „а? opto sinp =v 

不 变 , 仍然 是 常 值 , 但 其 在 极 坐标 系 下 的 分 速度 则 不 同 于 笛 卡 尔 坐 
标 系 下 的 分 速度 , 它们 不 再 是 常 值 , 而 是 坐标 9 的 函数 。 

与 此 相反 , 对 于 不 可 压缩 流体 的 点 源流 动 , 如 果 采 用 极 坐标 系 
《图 1-2), А 


00) =, ww-0 


即 速度 "只 是 了 的 函数 且 周 向 分 量 为 零 , 但 如 选用 笛 卡 尔 坐 标 系 ， 
则 为 š 


Ф.=0008ф, Wy=vsing 


或 т„=®созр= А 02Р, у= sin p= Asing 
上 式 表 明 , 在 笛 卡 尔 坐标 系 下 , 速度 % 的 分 量 ve, т, 都 是 笛 卡 尔 坐 
Ў оу ЯК, 


以 上 两 例 说 明 , 由 于 选用 的 坐标 系 不 同 , 虽然 所 反映 的 客观 规 
律 并 不 改变 ( 仍 是 等 速 直线 运动 和 点 源流 动 )， 但 其 速度 分 量 则 有 
较 大 区 别 。 如 果 坐 标 系 选择 适当 , 其 速度 分 量 可 能 是 常 值 或 为 零 。 
EZ, 则 变 成 一 个 坐标 乃至 多 个 坐标 的 函数 , 速度 分 量 的 函数 关系 
越 复杂 。 求 解 也 越 困难 。 

这 里 是 以 速度 为 例 , 说 明 速度 分 量 和 坐标 系 选择 密切 相关 , 其 
实 , 所 有 的 物理 量 都 有 类 似 的 性 质 。 

由 于 物理 量 的 分 量 和 坐标 系 选择 有 关 ， 所 以 由 物理 量 的 分 量 
表示 的 力学 基本 方程 ,其 形式 也 必然 与 坐标 系 选择 有 关 。 每 选用 
э: 10 ө 


一 种 坐标 系 都 需要 作 一 些 繁 珊 的 推导 以 建立 力学 的 基本 方程 。 

现在 提出 的 任务 是 ， 运 用 一 些 数学 知识 , 建立 起 统一 的 .普遍 
适用 的 力学 基本 方程 。 为 了 完成 这 一 任务 , 先 分 析 以 上 两 例 , 并 从 
中 得 出 可 供 参考 的 规律 性 。 

从 以 上 两 例 得 出 : 尽管 速度 分 量 随 坐 标 选择 而 异 , 但 

1. 速度 ”本身 并 不 因 坐标 系 选择 不 同 而 异 ; 

2. 两 类 坐标 系 下 的 速度 也 诸 分 量 虽 然 不 同 , 但 它们 之 间 是 相 
互 有 联系 的 。 

下 面 就 以 此 为 出 发 点 ,逐步 加 以 讨论 。 附 带 说 明 一 点 , 以 上 提 
出 的 任务 将 是 本 书 讨论 的 中 心 内 容 。 


二 节 物理 恒 量 


在 力学 研究 中 , 人 们 总 希望 以 某 种 方式 来 表示 物理 量 , 并 希望 
在 以 这 种 方式 表示 物理 量 时 , 要 求 与 坐标 系 选取 无 关 。 + 

所 有 与 坐标 选取 无 关 的 物理 量 , 统称 为 物理 便 量 。 

由 于 物理 恒 量 的 概念 和 坐标 系 选取 有 关 ， 而 坐标 系 的 不 同 选 
名， 又 可 看 成 华 款 系 的 变换 。 因 此 , 为 了 弄 清 物理 但 量 的 概念 , 首 
先 要 弄 清 坐 怀 杀 的 变换 问题 。 

这 里 先 以 向 卡尔 学 标 系 为 例 ， 介 绍 笛 卡尔 坐标 系 变换 的 有 关 
ҢА. 

ВЖ КАЖ Oyy, 这 一 坐标 系 可 通过 平移 、 旋 
转 .反射 等 三 种 变换 形式 变换 为 其 他 笛 卡 尔 坐 标 系 (图 1-8)。 

所 谓 平移 变换 , 就 是 各 坐标 轴 方 向 不 变 , 将 坐标 系 Oyy 平 
行 移动 到 新 的 位 置 ; 旋转 变换 则 不 同 , 旋转 变换 时 原点 不 动 , 各 坐 
标 轴 同时 转 过 一 个 相同 的 角度 ; 至 于 反射 变换 , 其 原点 和 两 条 坐标 

D 为 讨论 方便 起 见 ,以 yiyays КВт, у, s, 


(a) 平移 ©) 旋转 
图 13 


轴 不 动 ， 只 是 第 三 条 坐标 轴 转 过 180° 角 , 反射 变换 后 的 新 坐标 系 
O"yi"ya "a` 和 Оухузув 形成 镜面 反射 , 故 称 反射 变换 。 

对 于 后 两 种 变换 。 其 特点 在 于 : 旋转 变换 不 改变 坐标 系 性 质 , 
即 原 来 是 左手 坐标 系 经 变换 后 仍 为 左手 坐标 系 , 反之 亦 然 ; 反射 变 
换 则 相反 , 坐标 系 经 反射 变换 后 将 改变 其 性 质 。 旋 转变 换 又 称 为 确 
当 变 换 ; 而 反射 变换 则 称 为 不 确 当 变 换 中 。 

由 以 上 讨论 可 见 ， 坐 标 系 变换 可 用 是 否 改变 坐标 系 性 质 来 表 
征 。 

必须 着 重 指出 ， 这 里 讲 的 坐标 变换 应 当 包括 以 上 三 种 变换 在 
内 , 但 本 书 不 涉及 第 一 种 变换 。 

除 此 以 外 , 既然 讨论 涉及 物理 量 , 就 应 当 对 物理 量 本 身 作 些 探 
讨 。 

研究 固体 力学 和 流体 力学 的 两 个 主要 任务 是 : 工 .根据 普遍 定 
律 , 揭示 介质 的 力学 性 质 ; 2. 建立 介质 内 部 应 力 和 应 变 的 关系 , 即 
所 谓 本 构 关系 。 无 论 是 前 者 还 是 后 者 ， 都 必须 用 一 些 物理 量 加 以 
表述 , 例如 , 以 速度 和 加 速度 表示 介质 的 运动 性 质 ; 以 温度 、 密 度 、 

O RE, 这 两 种 变换 可 用 Oynyoys 的 排列 来 表征 。 如 Ovis 已 确定 为 右手 坐标 

系 , 则 如 1、2、 3 按 偶 排列 变换 时 , 必 为 确 当 变换 ,反之 为 不 恰当 变换 。 
s. £. 


应 力 表 示 介 质 的 静态 性 质 等 。 

在 这 些 物 理 量 中 , 比较 熟悉 的 是 温度 、 密 度 、 速 度 以 及 加 速度 。 
对 于 前 两 者 ,只 有 大 小 没有 方向 , 统称 为 标量 ; 至 于 后 两 者 , WAER 
大 小 又 有 方向 , 通称 为 矢量 , 而 关于 介质 中 的 一 点 应 力 ， 已 非 熟悉 
的 标量 和 矢量 所 能 包括 的 了 。 

为 了 加 深 物 理 量 的 理解 , 先 通过 对 标量 .矢量 的 讨论 以 及 坐标 
变换 的 性 质 , 提出 绝对 标量 、 绝 对 矢量 的 概念 ， 并 在 此 基础 上 引进 
张 量 这 一 更 为 概括 的 名 称 。 

(一 ) 绝对 标量 

在 一 定单 位 制 下 , 只 需 指明 其 大 小 即 足 以 说 明 的 物理 量 , 统称 
为 标量 。 流 场 中 流体 的 密度 可 以 随 空间 位 置 和 时 间 变 化 , 但 在 给 
定 瞬时 .给 定 空间 位 置 , 流体 密度 p 是 固定 的 实数 ， 这 一 实数 值 和 
选取 的 单位 制 有 关 。 水 在 4°CO 时 的 密度 值 可 表示 为 1(gm/cm?) 和 
62.427(1b/#) 两 个 不 同 的 数值 , 然而 , 它们 都 代表 4°O 时 水 的 密 
度 。 由 此 可 见 , 同一 密度 р, 采用 不 同 的 单位 制 ,可 以 有 不 同 的 值 ， 
但 单位 制 一 旦 给 定 , 密度 值 也 就 给 定 了 。 

密度 没有 方向 , 谈论 密度 的 方向 是 没有 意义 的 ; 密度 的 大 小 可 
能 和 空间 位 置 有 关 , 但 和 确定 空间 位 置 的 方式 ( 即 坐 标 选取 ) 无 关 。 

显然 , 密度 是 一 种 无 须 指定 方向 的 物理 恒 量 , 这 种 物理 便 量 又 
称 绝对 标量 。 也 有 另 一 类 标量 , 虽然 也 只 有 大 小 没有 方向 , (НЦ Ж 
标 系 作 反射 变换 时 , 此 标量 的 绝对 值 不 变 , 而 符号 发 生变 化 , 这 种 
标量 称 伪 标 量 。 关 于 伪 标 量 , 将 通过 实例 加 以 说 明 。 

根据 绝对 标量 的 定义 ， 如 果 设 几 为 某 一 坐标 系 (%，gy, ya) F 
的 标量 , $° 为 另 一 坐标 系 (多 ， 风 名) 下 的 标量 , 则 

фу, Ya, у) = $" (Л, 12, y3) (1-1) 

式 (1-1) 为 绝对 标量 多 (yy, уз, ys) 的 解析 定义 式 。 

《二 ) 绝对 矢量 

“Жз 


和 标量 不 同 , 对 于 矢量 , 除 指明 其 大 小 外 还 应 指出 其 方向 。 СЯ 
而 ,对 这 类 物理 量 , 当 所 选用 的 单位 制 不 同时 ， 其 大 小 的 实际 数值 
也 将 不 同 。 

UH FAA, 它 的 方向 可 用 某 一 指定 的 坐标 系 确定 。 如 令 ar 
ara, ars JIJI ЕЎ Oyi, Oys, Oys 夹 角 的 方向 余弦 ， 如 图 1-4a 所 
Ж, 由 笛 卡 尔 坐 标 系 Oysysys 可 定 出 力 至 的 方向 ,而 其 大 小 则 可 由 
力 丈 在 此 坐标 系 下 的 三 个 投影 分 量 F.. Fo, P, 来 确定 。 

如 取 另 一 些 标 系 O'sy3 (由 Oysysys 经 反射 变换 而 得 ) ЖЖ 
示 力 ЕС 1-46), 由 于 Оч, O'y3 和 Ov、 Oya 方向 相同 ,0' 和 
Oys 方向 相反 ,为 РЕ ОЧЛ 下 的 投影 分 量 应 当 是 

Pi Ps, Tim Pa, Pi= — P, (a) 


n. 


(a) 
图 14 
由 以 上 讨论 可 知 , 虽然 是 同一 矢量 F, 但 如 采用 不 同 坐标 系 ， 
其 投影 分 量 可 能 不 同 。 

根据 矢量 定义 , 如 以 и, Ua, и» 分 别 代表 老 坐 标 轴 Oya, Oya, 
Oys К, Ши, ui. ш 表示 新 坐标 轴 Oyi, Очу, Очу 的 

单位 矢量 , 则 老 坐 标 系 下 的 矢量 F y jt 
F=F u,+TF,u,+ F ta (b) 


新 坐标 系 下 的 矢量 五 " 应 是 
F'= Ёш + Ёш+ Ещ (o) 
Н 1-4b 可 知 
ui = ш, Шш, Ш — ts (4) 
AR (а) (DRAR (О) 
Е-Е, ай, Л) = F(ga, Ya, ys) 
上 式 表明 力 矢 量 F уе, 所 有 对 于 和 坐标 系 选 取 无 关 
的 矢量 , 统称 为 绝对 矢量 。 以 后 将 会 看 到 , 不 是 所 有 的 矢量 都 是 物 
理 恒 量 。 有 一 类 矢量 , 在 坐标 系 进行 反射 变换 后 , 将 改变 符号 , 这 
类 矢量 统称 为 伪 矢 量 ,将 以 实例 说 明 。 总 结 以 上 讨论 可 得 出 ， 
一 、 绝 对 矢量 是 物理 恒 量 。 
二 、 即 使 是 绝对 矢量 , 其 投影 分 量 的 大 小 和 坐标 系 选 择 有 关 ， 
不 指明 所 采用 的 单位 制 谈 矢量 大 小 是 无 意义 的 ; ВЕ, 不 指明 所 选 
用 的 坐标 系 谈 矢 量 分 量 的 值 也 是 无 意义 的 。 


第 三 节 ”物理 恒 量 的 充 要 条 件 


以 上 通过 绝对 标量 和 绝对 矢量 的 讨论 引入 物理 恒 量 的 概念 。 
现在 提出 新 的 问题 ， 满 足 什 么 条 件 才能 保证 物理 量 为 物理 恒 量 ? 
作为 物理 恒 量 的 充 要 条 件 是 什么 ? j 

回答 这 个 问题 , 首先 要 从 矢量 的 讨论 引入 。 如 图 1-5 所 示 , 取 
笛 卡 尔 坐标 系 O"yiy2y 及 Oyiyays, VA oaa, ал», ass 分 别 表示 O" 
与 Oys、Oys、Oys 夹 角 的 方向 余弦 (其 余 各 轴 依 此 类 推 ), 其 中 第 一 个 
下 标 指定 为 新 坐标 轴 , 第 二 个 下 标 为 老 坐 标 轴 ; 以 A, As. As RIR 
矢量 4 在 老 坐 标 系 下 的 投影 分 量 ， 以 _ 41、43、4 表示 А 在 新 人 
标 系 下 的 投影 分 量 。 现 在 证 明 


КА 


图 15 


Ааш олз 4 олз Аз 
A;= о» Ау Has Аз аз Аз G-2) 


А%= оз А аз Аз Баз Аз 


Ai] [ош ош o] f A 
АФ |= an оьз as || As (1-2), 
А Оз oas азз || Аз 


成 立 , 是 矢量 A 为 物理 恒 量 一 一 绝对 矢量 的 充 要 条 件 。 

证 ， 如 果 和 4 为 绝对 矢量 , 则 根据 定义 

А-А" 

或 tnt Aath + Ази» = Аш! + Atul Аи: 
Жр ши, и Җи! щщ 分 别 表示 新 、 老 坐标 系 的 单位 矢量 。 

以 ui 对 上 式 各 项 作 数 性 积 , 得 

Ai~ (uiu) А (tig) А, (и-и). А, 
BA ш.ш, оц, Wis = ош, t-t = os, 于 是 
А1 олз: Нало As Бодь Aa 

同 理 , 如 分 别 与 и: u; 作 数 性 积 , 则 
‚8. 


4 一 aat4i 十 aaa4da 十 oas4s 
A5 = 08:4, + авз Аз + оазз Аз 
由 此 可 证 , 式 (1-2) 是 矢量 А 为 绝对 矢量 的 必要 条 件 。 
下 面 再 证 明 式 (1-2) 为 充分 条 件 , BJ, 如 果 А, A" 各 分 量 满足 
式 (1-2), 则 
А =" 
4 为 绝对 矢量 。 
由 式 A*- Ait + Aiu- A 
将 式 (1-2) 代 入 上 式 , 得 
A" = (ош: ол: £ tasAs) Wt (о а Бов Аз ооз As) 
+ (02:4: oas As +-oas As) 45 
= Аз (олуш! atis + odd?) + А. (одай азои оази) 
+ As(casti +-o;s 882 + aatis) 
由 新 、 老 坐标 系 单位 矢量 间 的 关系 式 
Ш. = 01101 +02110305105 
Ua = tatl; + Gast овои 
Us = ол30 +0280 + озу 
可 得 A'=A + Astt.-- A;us= А 
以 上 证 明了 式 (1-2) 是 矢量 А 为 绝对 矢量 的 充 要 条 件 。 式 
‚ @-2) 为 绝对 矢量 的 解析 定义 式 ; 式 中 的 诸 方向 余 孩 称 为 变换 系 
数 。 
必须 着 重 指出 , 式 (1-2) 是 以 老 分 量 表示 新 分 量 的 表达 式 , 通 
过 类 似 的 讨论 , 也 可 求 得 以 新 分 量 表 示 老 分 量 的 表示 式 如 下 ; 
A= Alo А Наз АЗ 
Аз= oA адз А -овз Аз 
Аз= a Ai Наз А--аззАЗ 
为 了 便于 以 后 讨论 , 变换 系数 的 下 标 顺 序 不 变 , 即 第 一 个 下 标 
Epa 


为 新 坐标 , 第 二 个 下 标 为 老 坐标 。 
由 于 标量 在 坐标 系 中 没有 分 量 (或 分 量 就 是 此 标量 本 身 )， 因 
而 ， 把 式 (1-1) 看 成 绝对 标量 的 解析 定义 式 是 很 自然 的 。 下 面 通 
过 若干 实例 的 讨论 来 加 深 对 物理 恒 量 的 理解 。 
[例题 ERN 到 为 一 绝对 矢量 
证 : 设 Pi, Fa Fa 为 力 正 在 老 坐标 系 下 的 投影 分 量 ， 由 力学 知识 : “一 
个 力 在 某 方向 的 投影 ， 即 等 于 诸 分 量 在 此 方向 的 投影 "。 现 取 新 坐标 系 下 的 
ui ЭЭЛИ, Л 
F-ui= F(u} u1) +Ёз(иї- из) + Ё;(иї-из) 
或 Fi=anFi+apF+asFs 
通过 同样 讨论 , 可 求 得 其 他 两 式 。 由 此 可 见 , 力 FP 是 绝对 矢量 。 这 一 结 
果 和 前 面 讨论 是 一 致 的 。 
[例题 加 ” 试 证 明 运 动 速度 o 和 加 速度 a 是 绝对 矢量 。 
证 ， 表征 质点 (或 流体 微 团 ) 空间 位 置 的 矢量 ， 称 位 置 矢量 ， 并 以 re 表 
示 , 如 果 质 点 在 空间 作 运动 , 则 r> 应 是 时 间 # 的 函数 。 即 
rp=rp(t) 
可 以 证 明 , AEREAS EBER FRE И и. Ya ys 满足 
式 (1-2), MUERE rr 为 一 绝对 矢量 。 根 据 笛 卡尔 坐标 系 下 质点 的 速度 和 
加 速度 的 定义 ,可 写 出 


„Эй, pn Di 
V1 D 0 (a) 
-Du Dn. p Dv DY 
an Dee SPSSD De © 


其 余 两 式 也 可 分 别 写 出 。 
由 于 位 置 矢 量 rp 是 绝对 矢量 , 所 以 
= азу + iy + arsa 
ЖА ж (а), 同时 注意 到 an, аш, аы 均 为 常数 ,于 是 
e= aB D +а„ Ta. +a 2и. 
或 


Vi=anv1+ vst oravs O 
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由 此 可 见 , 速度 是 绝对 矢量 , 如 以 式 (co) 代 入 式 (GD), 同样 可 得 
ай = олда +1305 -алзӣаз 
因而 加 速度 a 也 是 绝对 矢量 。 

[#3] ” 试 证 明 三 个 绝对 矢量 A. 
B.C 的 数 性 三 重 积 刀 = А. (В х CO) 为 伪 
标量 

证 :由 图 1-6 所 示 , 设 新 坐标 系 由 老 
坐标 系 经 反射 变换 而 得 。 这 种 变换 的 变 
换 系数 应 是 

ац=1; an=]; aa=-l (a) 
Шр я 

由 于 А, В, С 均 为 绝对 矢量 ， 因 而 

它们 的 新 、 老 分 量 满足 式 (1-2)， 计 及 式 (a), 应 为 
Ai=A1, 43=4,, 4 一 >] 


Bi=B, Bi= Bo Bi= — Bs 
01-0, Oi=0» CI 一 一 Cs 

由 三 个 矢量 的 数 性 三 重 积 的 性 质 ,标量 卫 可 写成 

А Аз Аз ЧЕН Я 


Ф) 


Е= |В, B, B, Ві B; B; 


Cı Ca Cs ci G; G; 


; P= 


将 式 (5) 代 入 上 式 , 即 得 
E'=-E 


上 式 表 明 , 三 个 绝对 矢量 的 数 性 三 重 积 为 一 伪 标 量 。 
[HE 证 明 两 绝对 矢量 A. B 的 矢 性 积 C= Ax B 是 伪 矢 量 
证 ， 和 上 例 相 类 似 , 新 、 老 坐标 系 仍 按 图 1-6 所 示 , 于 是 
АА А-А айсы! 
Bi=B, В:=В„ В}=—В, 
由 两 矢量 矢 性 积 定义 , 可 得 
C01= AsBs— ABa, 01= A#B3— ASBS 
Сз= AsBi— AiBy, 03= АВі– А1В; | 
03= AiB,- А.В, О}= АЇВ}— 43B} 
将 式 (9) 代 入 式 (5), 即 得 


(6) 


• 11. 


0 一 一 Cu Ci=—0» С}=0, с» 
对 于 反射 变换 , 单位 矢量 间 满 足 

ul=uy 地 一 to 到 一 一 ta G, 
由 矢量 C" 的 分 解 式 

С" = А" х В" Сўи +С +С: 

=(—C)ui+(—Ca)us +OP (— ua) 

=-C=-(AxB) 
所 以 ,C=(4 x B) 是 伪 矢 量 。 

三 个 矢量 的 数 性 积 可 看 成 由 三 个 矢量 为 棱 边 构成 的 体积 ; 两 个 矢量 的 矢 

性 积 可 看 成 由 两 个 矢量 为 棱 边 构成 的 有 方向 的 面积 , 因而 , 由 以 上 讨论 可 见 ， 
体积 是 伪 标 量 , 而 面积 则 是 伪 矢 量 。 


第 四 节 物理 恒 量 的 一 般 概念 


以 上 介绍 了 标量 和 矢量 的 一 般 知 识 ， 并 引进 了 在 笛 卡 尔 坐 标 
ЖТ, 这 两 类 物理 量 为 物理 恒 量 的 充 要 条 件 。 引 进 绝对 标量 , 使 能 
建立 起 表述 温度 、 密 度 等 空间 分 布 的 标量 场 ， 引 进 绝对 矢量 的 概 
Ж, 又 使 能 以 矢量 场 的 概念 表述 速度 和 加 速度 的 空间 分 布 。 对 于 
标量 场 , 只 需 用 一 个 实数 函数 表示 ; 对 于 矢量 场 , 因为 矢量 具有 三 
个 分 量 , 所 以 , 必须 有 三 个 实数 函数 才能 表明 。 

当 希 望 了 解 标量 场 的 分 布 强度 时 ， 必 须 引 进 标量 场 梯度 的 概 
念 。 对 于 标量 场 的 梯度 , 由 于 它 本 身 是 一 个 矢量 , 就 要 有 三 个 实数 
函数 来 描述 。 如 设 标量 函数 为 Alya Ya ye), 则 函数 (ys, у», Ys) 
之 梯度 的 三 个 分 量 应 是 

дф дф дф 


Әу’ Әу’ дуз 


O 式 (e) 即 足以 表明 矢量 С 不 是 绝对 矢量 , 因为 , 如 果 矢 量 C 是 绝对 矢量 , 则 它们 
的 分 量 必 满 足 式 (1.2), PEA 
О{=овибу=Сб\,О=адбу=Сь»С{ = абз 03 


. 12.» 


如 果 要 了 解 矢量 场 中 矢量 函数 的 分 布 强度 ， 由 于 矢量 有 三 个 
分 量 ， 所 以 在 三 维 笛 卡 尔 坐 标 系 下 ， 必 须 有 九 个 实数 函数 才能 表 
述 。 以 速度 矢量 9 为 例 , 这 九 个 实数 函数 应 是 


Әһ дм дщ 
дуз ы ду» d д» 
Әһ дһ дь 
дл’ Әу’ ду 
Dvs дъ дь 
ду” Әу’ дуз 


只 有 知道 这 九 个 实数 函数 , 才能 确定 速度 矢量 场 的 分 布 强度 。 

除 此 以 外 , 在 研究 烙 性 流体 或 固体 中 一 点 的 应 力 时 , 也 常常 引 
进 九 个 实数 函数 来 表示 这 一 点 的 应 力 状态 ， 当 分 析 应 力 场 的 强度 
В], 应 力 场 的 梯度 必 将 有 27 个 实数 函数 作为 它 的 分 量 。 至 于 在 描 
述 各 向 异性 介质 的 本 构 关系 时 ， 其 弹性 模 量 或 粘性 系数 常常 要 有 
8 个 分 量 才能 说 明 , 有关 知识 将 在 后 面 介 绍 。 

综合 以 上 讨论 , 可 发 现 

С) 在 讨论 力学 问题 时 ， 仅 引进 标量 和 矢量 的 概念 是 不 够 
的 , 有 许多 物理 量 已 超出 标量 和 矢量 的 范围 ,有 的 是 为 描写 介质 物 
理性 诛 现 引 涝 的 ， 有 的 则 是 在 分 析 某 物理 量 的 空间 分 布 时 才 引 进 
的 。 

С) Ш ИЕ, U п ЖК ЖЕК, 则 对 于 三 维 空间 , 这 些 
物理 蔓 的 分 轩 数 可 统一 表示 成 

e 


其 中 ， 
标量 只 有 一 个 分 量 ,对 应 于 n=0, т" 80-1 
矢量 有 三 个 分 量 , HEF n=l, т"=31=8 
应 力 有 九 个 分 量 ,对 应 于 n=2, rs=3°=9 
应 力 场 梯度 有 27 个 分 量 ,对 应 于 nn 一 8, п" 827 
. 18» 


弹性 模 量 有 81 个 分 量 ,对 应 于 n=4, 178481 
为 了 便于 讨论 , 现 令 "为 这 些 物理 量 的 阶 次 ,并 统一 称 这 些 物理 量 
为 张 量 。 于 是 , 称 标量 为 零 阶 张 量 、 矢 量 为 一 阶 张 量 、 应 力 为 二 阶 
张 量 、 应 力 场 梯度 为 三 阶 张 量 、 弹 性 模 量 为 四 阶 张 量 。 

需要 指出 的 是 ， 二 阶 以 上 的 张 量 已 不 可 能 象 矢量 那样 有 明显 
的 几何 意义 , 但 它 作为 物理 恒 量 , 仍 可 按 矢量 那样 , 用 分 量 间 的 变 
换 关系 式 来 解析 定义 。 如 果 张 量 以 笛 卡 尔 坐 标 表示 ， 则 称 笛 卡 尔 
张 量 或 称 仿 射 正 交 张 量 。 


第 五 节 矢量 的 分 量 和 矢量 的 分 解 式 、 
基本 矢量 和 合 易 基本 矢量 ,矢量 的 
协 变 分 量 和 矢量 的 送 变 分 量 


(一 ) 矢量 的 分 量 和 矢量 的 分 解 式 
三 维 空间 中 的 任 一 矢量 可 向 不 共 面 的 三 个 任意 方向 分 解 。 如 
图 7 AR, 矢量 А 可 按 平 行 四 边 形 规则 ， 向 任意 给 定 的 三 个 不 
共 面 的 矢量 方向 (以 el、ea、es 表示 ) 分 
解 , 即 矢 量 A 可 写成 
A=0Q+OR+OT (1-8) 
(1-8) 中 的 OQ, OR, OT $X А 
йе, ез. е 方向 的 可 分 解 分 量 。 如 以 
L.l. l, 表示 e. ез, е, 三 个 矢量 的 单 
位 矢量 , р е,= |е,|Һ, es= |e,]L, es~ 
leslls, 
09-10011, OR=|OR|L, OT=|0T|l, 
RE L.L. L 给 定 (或 eea、es 给 定 ), 则 分 解 式 (1-3) 是 唯一 的 。 
бм. 


图 1-7 


除 此 以 外 , 也 可 将 矢量 A р la, la, Ls 方向 投影 , ТН rN 
投影 分 量 OQ'、 OR, ОТ, же. es, es 为 任意 给 定时 ,因为 投影 
分 量 不 满足 平行 四 边 形 规则 ， 所 以 不 可 能 用 投影 分 量 写 出 矢量 A 
的 分 解 式 。 

只 有 当 三 个 方向 互 成 正 交 时 ， 可 分 解 分 量 和 投影 分 量 重合 一 
致 。 由 于 这 一 原因 ， 对 于 正 交 的 笛 卡 尔 坐标 系 不 必 区 别 可 分 解 分 
量 和 投影 分 量 。 

(二 ) 基本 矢量 和 倒 易 基 本 矢量 

如 令 式 (1-3) 00 —ae;. ОК ~ Ве, ОТ= уе, 因 矢 量 是 按 
平行 四 边 形 规则 相 加 的 则 (1-3) 可 改写 成 

А = ае, + Bestyes (1-4) 
或 (1-4) 也 是 矢量 А 的 分 解 式 , RE ex、ea、es 给 定 ， 这 一 分 解 式 
也 是 唯一 的 。 现在 的 问题 是 ， 已 知 e1、 e es 和 А, Ша 
В. Yo 

为 了 回答 这 一 问题 ， 任 取 一 笛 卡 尔 坐 标 系 Оши, 然后 将 矢 
ж 4 及 其 可 分 解 分 量 向 坐标 轴 方 向 投影 , 且 令 ец. era. ез 分 别 表 
же 在 三 个 坐标 轴 方 向 的 投影 ( 余 类 推 ), 则 有 

4 一 ae 十 Bem 十 yesi 
Аз = оез Веза + Yeza 
Аз = 013+ Bess + Уез 

显然 , 式 (q) 是 以 a、 BY 为 未 知 数 的 代数 方程 组 ， 将 式 (c) 中 

Жа, В, у 解 出 , 例如 , Я о, HJ 
А. А Аз 


ёз ёза ёзз 


(a) 


— A-(e,x es). 
@1° (es X е) 


ax 一 jeal lsa C33 
ёі ёз és 


Co1 Ean eag 


Ce1 Csa Caa 
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或 «-А.[_®@*е ] | (5) 


@1° (ех ез) 
由 矢量 代数 可 知 , ei* (es x €s) EDI e, es、 @s 为 棱 边 构成 的 斜 
六 面体 的 体积 V; esx es 是 和 es、es 相 垂直 的 某 一 矢量 , 因而 


[ (eax es) ] 
е,. (es X ез) 
必然 也 是 矢量 , 现 令 其 为 et 于 是 
(eaXes) 
° e, (в: xej б) 
注意 , Жена ДИО LRT, 并 非 宕 次 。 如 果 分 别 
求 出 8、7, 则 
езх ехе 1 
аы] А] 
同样 , 令 
23 XP е. хез 
etara O uea e 
或 统一 写成 
e, x e; Ж 
е (exe ep 


A å, j, Ë iR 1, 2, 8, 并 按 偶 顺序 排列 。 
利用 式 (1-5), 则 式 (c) 可 改写 为 
A=(A:et)e,+ (A.esye, +(A:.es)es (1-6) 

如 已 知 A, е, е. е, WERE A 向 e@1、 es Ж ез 方向 的 分 解 
R, 其 系数 a В, y 可 按 式 (3) 一 一 求 得 。 

(с) (d) е! ее 称 倒 易 基本 矢量 ， 倒 易 基本 矢量 的 
引进 ,对 今后 的 讨论 十 分 重要 。 为 了 较 好 地 理解 倒 易 基本 矢量 , F 
面 进 一 步 讨论 它 和 基本 矢量 的 一 些 关系 : 

一 、 由 式 (1-5) 以 及 矢量 数 性 积 的 性 质 , 不 难看 出 , et 垂直 于 
е. е; @ 垂直 于 @1、 е; e° 垂直 于 e). ез, 

E E 


二 、 由 式 (1-5) 不 难看 出 ， 


ез. (es X е) ea (e хез) -0 


Gea exe T еу. (ex X ев) 
| 依 此 类 推 , 可 得 
е„+е?=1, ees]; e,-e°=0; Sasa 

_[1в=ў 
Ж ае 

这 一 结果 和 正 交 单位 矢量 间 
1G= j) 
д 


相对 应 , 因此 , 仿照 正 交 单位 矢量 , ое, e! АЖЕ, 
=, ы 1-8 所 示 , ще, es. es 构成 的 体积 可 表示 成 


V = 12, | |е»| |ев|зїп фу соз два 


exe, | 


图 18 
又 因 erXes 一 |es||ea|sin p. 
式 中 避 为 @ 方 向 的 单位 矢量 , pia 为 el、es 的 夹 角 , бза 为 es 
j e° 的 夹 角 。 
于 是 C1—— Xe 


Ls 
el (ех) [esloosOss 
= Ж ж 


lel- 
es|cosg as 
类 似 地 有 


š 1 
lol ~ Tao 

以 上 讨论 可 见 , 和 正 交 情况 不 同 , 即使 e1、 es. ез 是 单位 矢量 ， 
ТАРН Ө. б. б 不 为 零 ， 倒 易 基本 矢量 并 非 单 位 矢 
量 。 

四 、 当 er e: es 互 成 正 交 , 则 除 基 本 矢量 和 对 应 的 倒 易 基本 
矢量 方向 一 致 以 外 , 由 式 (1-7) 立 即 可 由 соз Ө, = оов Ө = сов зз = 
1, 得 


л 1 (1-7) 
jas е] сов Өх | 


lelle|=1; [@|]e]=1; les|les|=1 
即 , 在 正 交 情况 下 , 倒 易 基 本 矢量 的 模 和 对 应 的 基本 矢量 的 模 互 为 
倒数 。 
当 ez, е. ез 互 成 正 交 且 为 单位 矢量 时 ( 即 el 一 ta 、es 一 ta es 
一 ts), 得 


i= esXes 
еу, (ех €s) 


同 理 , e? 一 ta、es 一 te 

这 种 特殊 情况 对 应 于 笛 卡 尔 坐标 系 的 单位 矢量 , 因而 , ЖЕРИ 
卡尔 坐标 系 , 不 必 区 别 基本 矢量 和 倒 易 基 本 矢量 。 

五 、 若 令 V 为 三 个 倒 易 基本 矢量 为 棱 边 的 斜 六 面体 体积 。 
则 太一 el (ехе?) 
由 式 (o) 及 矢量 恒等式 , 得 


= 


= еек ера (sx es) (ев x e1) x (е, x ег)1} 


= (е, хе) =й» X tg = и. 
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1 1% 
“Terexe) V 


或 VV-1 (1-8) 
六 、 如 果 将 矢量 A 向 三 个 倒 易 基 本 矢量 方向 分 解 , 则 由 
А=ое+В'е-+у'є° 


并 仿照 式 (2), 可 得 


, exe 
eA єї. (е* х є*,+ 
ya 
由 于 
е. (е? х es) =V”, =} е- 70, e= 
因而 
exe __y ехе) x (e; xes)] 
еї. (ех е?) p= 
[es (esx e.) ]e: — [e:: (ез хе,)]е» 
ү 
已 知 ез: (ехе) =V; et(esxel)=0 
于 是 
exe 
єт. (exe 一 人 
同 理 可 得 (1-9) 
ехе ехе? 


єт. (eexe © en(e xe 
А=(А-е,)еї-++( А-е„)уе?-+ ( А-е; )es (1-10) 
外 жр (ex es) - [(esx e) x (erxes)] 的 计算 
由 (esxel) X (е хе») = (е хе») X (e: X es) 


一 [el' (езх ез)]е— [ei (е Хез) Jes=e[e): (ea X es) J 
于 是 (eaXes) ` [(esX еу) х (etXea)] 一 [el (ea X es) 2 


+19. 


以 上 讨论 表明 ,两 种 基本 矢量 是 互 为 倒 易 的 。 
(=) 矢量 的 协 变 分 量 、 逆 变 分 量 、 协 变 物理 分 量 、 逆 变 物理 分 
Ж 
综 上 所 述 ， 矢量 А 可 向 基本 矢量 方向 分 解 并 写 出 分 解 式 ; 也 
可 向 倒 易 基本 矢量 方向 分 解 , 同样 也 可 写 出 分 解 式 。 如 令 
At= А.е, А А.е, Аз= 4.es 
A= Ase, A= Ае, As= А-ез 

成 简写 成 А,=А-е, 44=4.e! (i=l, 2, 8) 

于 是 

A= 4iei 十 42ea 十 4sesi } aan 

A= Ae + A.e?+ Ae? 

式 中 ”4 一 一 矢量 按 基本 矢量 e, 分 解 时 , 对 应 基本 矢量 e, 前 的 系 

数 为 矢量 A л, 
A— RE А 按 倒 易 基 本 矢量 et 分 解 时 ,对 应 倒 易 基 本 矢 

量 e 前 的 系数 为 矢量 À 的 协 变 分 量 。 

前 面 曾 介绍 过 , 在 谈 到 物理 恒 量 的 数值 时 , 必须 指明 采用 的 单 
位 制 ; 谈 到 分 量 时 , 必须 指明 所 采用 的 坐标 系 。 当 矢量 4 向 斜 交 
方向 分 解 时 ， 还 必须 指明 是 按 基本 矢量 方向 分 解 还 是 向 倒 易 基本 
矢量 方向 分 解 。 

如 果 沿 基本 矢量 e, 和 倒 易 基本 矢量 e' 方 向 分 别 取 单位 矢量 
L.E, WRA 和 4 的 投影 分 量 a, at 可 分 别 表示 成 

а= А-1; d=Al (1-12) 
式 中 a— K А 在 @ 方 向 的 投影 分 量 为 协 变 物理 分 量 ; 
4 一 一 矢量 Аж e! 方 向 的 投影 分 量 为 逆 变 物理 分 量 。 

必须 指出 ， 在 斜 交 的 情况 下 ， 矢 量 妇 不 可 能 按 投影 分 量 写 出 

分 解 式 。 
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第 六 节 和 号 习 、 克 罗 尼 柯 尔 记号 3 
顺序 记号 g; 及 其 应 用 
(一 ) 和 号 与 求 和 指标 


在 数学 上 , 为 了 书写 方便 , 常常 把 % 个 实数 аз, аа, +, a, R 
求 和 , 写成 
和 号 21 中 的 下 指标 表示 实数 从 а, 加 到 a, 时 的 第 了 个 实数 ， 由 于 
它 只 代表 求 和 , 因而 也 可 用 其 他 字母 代替 , 例如 

Žu- Ў 

如 和 号 至 在 和 式 中 只 出 现 一 次 , 就 称 单 和 号 。 

实用 上 , 还 会 遇 到 mxn ARKE wr(J 一 十 2, =, m k=, 2, 
…, %) 的 全 部 求 和 问题 。 如 果 它 们 的 总 和 是 8S， 那 么 ,此 时 的 和 式 
就 不 能 简单 地 用 单 和 号 刀 来 表示 。 为 了 说 明 这 一 点 , АЮ тха 
个 实数 排 成 下 表 

Git, із, **, билу, Gas 


Gr, Waa, *`**, Gə(n-3, әт 
Omi, Ота, **", mn ©те 
然后 按 行 将 m 个 实数 相 加 , 得 
азі Haat e 十 Gin 一 > а= bi 
n 
ааз 十 gaa 十 … 十 Gan 一 аат а 


. 21.» 


аһ tamt 十 Qmn = д ax = b, 


按照 总 和 Б, WEAR o 323 ba, Б, bs, ==, bm 全 部 相 加 , 即 


S=b1+bst +b, = 5+ Šat Ха 


-À (Èe) 


除去 贺 括 弧 , 得 


8-2 Da (1-13) 
完全 类 似 ,如果 先 按 列 求 和 ， 然后 再 按 行 求 和 , 则 可 得 


B= 2 Žan -$ 2% (1-14) 
ERRI, 求 和 号 满足 交换 律 。 


除 以 上 的 求 和 式 以 外 , 在 张 量 分 析 中 , 更 广泛 地 应 用 到 两 组 实 
数 线性 组 合 的 连 加 式 


а 十 … 十 Go2m 

显然 , 这 一 连 加 式 可 写成 
8-5] а= $ amm $i аъ 

对 于 以 上 的 求 和 式 , 其 指标 的 功用 是 求 和 ， 这 类 指标 称 求 和 指标 或 


旺 指 标 它 可 采用 任 一 字母 表示 。 根据 爱 因 斯 坦 约定 ,我们 可 将 求 
和 号 省 去 , 改写 成 


© = ааң = ау, = ave 


同 理 , 可 将 以 上 结果 推广 到 二 次 、 三 次 求 和 , 例如 


з 3 
8-0 э анта, 


B= ua 


(1-15) 


可 简写 成 
对 于 三 次 求 和 
2. 


8-5) 23 Ga = ацыл 
对 于 多 个 数组 构成 的 线性 组 合 求 和 , 求 和 指标 均 出 现 两 次 , 作 
为 一 个 约定 , 也 只 允许 出 现 两 次 。 
(二 ) 自由 指标 或 指定 指标 
考虑 下 列 连 加 式 аиа), 它 也 表示 一 线性 求 和 , 展开 可 得 


3 

Bi = ал101 аа-а = š аууш 
s 

Bs алла + азата ааль == Элаз 


В, = аа + аы авла lase 
以 上 三 式 可 统一 写成 
一 Cai 十 Geoa 十 Cia2a -名 аша 
或 Ё,=ауш; 
如 分 别 令 5 一 I、 2、 8, 则 上 式 分 别 为 S1、 5. Se, 下 指标 i 在 公式 中 
左 吾 醒 边 只 出 现 一 次 , 实际 上 只 起 着 指定 作用 , 对 于 这 种 指标 , 统 
HOKI EMR 
FPERRA RKKK ME. Ж (2-2) (1-27 分 别 改 


Атар As A; 
而 新 、 必 坐标 系 单位 矢量 间 的 关系 则 可 表示 成 
шщ оир Шуои? 
RAO 斌 将 下 列 各 式 用 指标 缩写 
1. ap = 9k arith, dart- дә 
2. (ї)?+ (222+ (29)? 
8. S= ayta? + аіл? ngis + Gane dats? + ааул?т® 
十 GalZ371 十 assT372 + agat? r? 


Ж: 由 题 意 
а-нан ае ан 


2. (а2)?+ (02) (09) 2-21 а iha tat 
3. S=='(auz +a? + az?) +z (Gaz + aat? аца?) 
+22 (Gaz + азах? + азу?) 
上 式 图 括 弧 中 的 三 项 可 分 别 写成 
Gif, as, a.f 
故 得 Serag tam +a = ag'a 
[例题 6] 试 将 下 列 各 式 展开 (X=1、 2, 3; @=1, 2, 3) 
ама, AnA"; rV gA 


解 ， 以 上 三 式 中 k. q 为 求 和 指标 , 包 p. r 为 指定 指标 , 因而 
IN 一 aT! 二 aT? taat 
АА = Ap AY +A ААВ 


2 VT 45= VT AD t ©, (Гу A) TAD 


Er 
引入 指定 指标 与 求 和 指标 ， 除 能 简化 书写 以 外 ， 还 可 简化 运 
я. Ид, 在 求证 绝对 矢量 的 必要 条 件 时 , 令 


А,и,= Аи; 
已 知 tua 
于 是 4и = oA f 
或 (А аА) ш =0 
因 u 0, К 
| 所 以 А оуд) 


| 以 上 说 明了 两 类 指标 的 应 用 , 它 将 使 书写 和 运算 大 为 简化 ,但 
| Ж, 必须 注意 区 别 各 种 不 同情 况 , A: 
йа, ааз 是 有 区 别 的 , 这 三 个 求 和 式 可 分 别 展开 成 
G, = ал103 + liata + lists 
Ац = Gy аза Gata 


tig 


. 24. 


Qu 一 《Gil 十 Gas 十 dg) 
至 于 аша, 根据 约定 , 没有 定义 。 

以 上 第 三 式 中 的 wu， 下 指标 在 同一 字母 中 出 现 两 次 ， 在 一 般 
情况 下 , 它 是 求 和 指标 , 但 在 某 些 特殊 情况 下 , 则 是 非 求 和 指标 , 以 
后 如 遇 到 这 类 非 求 和 指标 , 将 作 专 门 说 明 。 

如 果 在 方程 中 出 现 两 个 指定 指标 

Ту атт 

则 应 包括 九 个 方程 : 

11 一 qimgdm = W1011 + доло + C818 
T'is = айз, == тэу + Arataa + лайв 


了 ss = Gamtam == Gel081 十 Gea083 “Ñ 085248 
(三 )》 克 罗 尼 柯 尔 记号 бу 
54 定义 为 РТ 
гу { Ше (1-16) 
由 于 ди 有 两 个 下 标 , 因而 有 九 个 量 。 如 以 矩阵 表示 , 由 3 的 


дц д д 
Гаа] 一 | д: ӧз Әә |= 


Gs1 баз Öse 


100 
ol i (1-17) 
001 
ös 有 下 列 性 质 
1. бу==бя, 即 克 罗 尼 柯 尔 记号 的 下 标 可 以 交换 ; 
2. 由 8n=1, 8x=1, 8 =1 FE 
8уу-Ебәз-Ебвв=1-Е1-Е1=8 
因 64 十 6 十 863 一 64 所 以 
du=3 
8. ди 可 简化 连 加 式 的 书写 , 由 连 加 式 可 写成 
25 。 


Bincn 一 3llai 十 3laas 十 5lsas 一 G1 
Bondm 一 Satql 十 3oado 十 5osaas 一 0 
блат = азаа + saa + Öss = ав 
或 统一 地 写成 
Sman 一 0 
4. 除 此 以 外 , 对 于 连 加 式 , 也 可 类 似 地 写成 
dmTm= ТТ 61Ts Tu 
Sa Ti = Ta 
San7T ms — Tas 
或 统一 写成 
Зм Tu 
特别 是 , 当 Imm Om 时 , BI 
ӧд б 
du = ди ul 
准 而 广 之 
8,8,8: З 
A,B ðm А,В, 
AyBin™ АВ; 
В,0,4,5,8= В,О,А,= BO, A; 


(1-18) 


(1-19) 


(1-20) 


以 上 运算 表明 ，6s 起 着 指标 缩减 作用 ， 这 种 运算 称 指标 缩减 


运算 , 以 后 将 会 看 到 , 张 量 分 析 中 广泛 应 用 这 种 运算 。 


由 以 上 讨论 可 见 , 引入 ду 的 目的 , 一 是 进行 缩减 运算 ; 二 是 为 


了 简化 书写 。 下 面 举 数 例 加 以 说 明 。 


G) Wm u. u. и, 为 三 个 互 成 正 交 的 单位 矢量 ， 根 据 矢 量 
数 性 积 的 性 质 , 这 三 个 单位 矢量 可 构成 九 个 表达 式 (此 处 不 一 一 列 


38), 但 如 采用 би, 则 这 九 个 表达 式 可 统一 写成 


t-t == Oy 
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(1-21) 


这 就 大 大 简化 了 书写 。 
(2) 对 于 基本 矢量 和 倒 易 基本 矢量 , 就 其 性 质 而 言 , 存在 下 列 
关系 


1@-ў 
en 
上 式 亦 可 用 8 表示 成 
е'.є,=8) (1-22) 
(8) 如 有 另 一 组 新 单位 矢量 u, эң шї 向 ш, 方向 分 解 时 有 ， 
U; = att, 


AP om 一 一 第 5 个 新 单位 矢量 与 第 m 个 老 单 位 矢量 夹 角 的 方向 
余弦 。 由 于 新 单位 矢量 ul 也 互 成 正 交 , 所 以 
и-и; = бу = (ой), (attr) 
AP 03 =оһи,, 为 了 恪守 约定 , 此 处 的 求 和 指标 不 能 再 选用 "mo"。 
上 式 又 可 改写 成 
U; U} = 81 = omo (Um Un) 


因 Ume tln = 5, 故 
imis = у (1-28) 
又 因 om3mo 一 cj( 或 оць тъ = in) 
所 以 
imam = у 
1-24 
同 理 GG = у | (29 


(1-24): 4, 了 为 指定 指标 , 实际 上 代表 九 个 方程 。 
如 式 (1-24) 中 的 $=j, B 4=j=1, И (1-24) К шт bjt, 
Ua, tts 方向 分 解 后 投影 分 量 的 平方 和 , 亦 即 
aitai айз =1 
或 сов°(иї, и) 十 cos? (шї, tts) --сов°(и!, шь) =1 
(1-24) HH itj, НФ i=l, j=2, 则 


adlaol +012022 01808 = 0 


сов(иї, и)сов(и, t) +сов(иї, 9з) со(и?, tt) 
+Есов(иї, Ша) сов (02, Шз) =сов(иї, uz) 一 0 
上 式 正好 是 ш 为 正 交 的 条 件 。 由 上 面 讨论 可 见 ， 引 进 64 可 
使 运算 大 为 简化 。 
值得 提出 的 是 , t u, = бу 可 看 成 54 的 定义 式 。 
ГЕШ 9] 试 将 дд, 直接 展开 , 并 由 此 证 明 
8,5,=3 
证 ， 
由 
б.д, =Óaóa+óa5a+8o53 
= (диди + dnd + 021651) + (813812 + 822823 + азда) 
+ (диабаз + Әзадза + дз3дз9) 
根据 0, 的 定义 , 可 得 
диби == диби +8822 + дз3дз2=8 
[例题 8] RIERA и, k. 4, EBH Yi Ya Ya НИИ, 
ө» Ма), =s (gt, 0 NRE 


证 ， 由 复合 函数 求 导 的 链 法 则 , 得 


д „д am ү дуз _ ду, ди 
Э- иы М ЫМ Sk 
НЕМИ. и Ain, ъпаказ, 不 存在 函数 关系 , 因而 
i=j) 


%#- РА z тм 


于 是 Bi 9-6, 

(ч) 顺序 记录 ea 

在 张 量 分 析 中 得 到 广泛 应 用 的 另 一 记号 是 em。 下 面 先 引入 
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sin 的 定义 , 然后 讨论 它 的 性 质 和 用 途 。 
1. aa 的 定义 : 
1 Kijk 为 偶 排 列 
eami 一 工 Ki ј, Б 为 奇 排列 
0 щі, л 不 成 排列 
根据 以 上 定义 ,应 得 
B128™ 328."" ёва L 
81079 8н 83 1 


Ea= #1= "=0 


下 列 关系 成 立 
ад Epa = eu = — Bk = — Biy = — Bi 
ABB JH F ЖИН 
| 2 3 [= 23 |+-1 з з 
jaj оо о 31| ооз 和 | 0-10 
2| 00-1 2| ооо 2| 1 оо 
s| от o з| 100 s| о оо 
k=l кез 1-3 


2. аж 与 6y 的 关系 

由 于 sin, 6w 在 张 量 分 析 中 有 着 广泛 的 应 用 , 并 在 运算 中 常常 
要 相互 换算 , 因此 , 下 面 着 重 讨论 它们 之 间 的 一 些 关系 。 

由 em 的 定义 ,可 看 成 su 是 t. шу ux 三 个 互 成 正 交 之 单位 
矢 最 的 数 性 三 重 积 , El 

виш: (Wy X ux) 

иси. ич. иси; 
пи. ut ut 
L Ш.и Uye ts 


根据 бу 的 定义 式 及 行列 式 人 性质 , 可 将 上 式 改 写成 


或 8 


Òu ду Ó 
8м B21 ӧз 
би ду дю 


Òu Da бы 
By ду ды 
8 дь бв» 


ву 


同 理 
öss 8» 6a» 


dia Doa бз 

8„ dy дь 

于 是 , ВАНЯ ЕЛ 

би бм ды 

uy Sas ды| |8, Daa б> 

Din ди Ösel |дь ды Sor 

此 两 行列 式 相 乘 的 结果 , П ЕВ) И, 得 
бид + бибар- дыд = бедеу 

ш (1-20), 即 得 


8» д. дь 
Gap б д 
Sa So б 


(a) 


8 = 


Š діа б 


Eilg =" 


2.8, бө 
其 他 各 元 素 可 依 此 类 推 , 于 是 得 
Š, Om 8, 
б» 8ң бу 
dup ды дь 
再 由 式 (8), 求 得 几 种 特殊 情况 如 下 : 
@) k=r 的 情况 ( 即 对 第 三 个 指标 作 缩减 运算 ) 当 =7, 则 式 
(3) 可 改写 成 


88 == 


0) 


Š, бы бо 
8» д Ön 
Bo бы ju 


88у 


(о) 


BRER 8,8, i 
40 


щч 


8, бы бе 
88р |$» ди дт 
Bw ды 3 
将 上 式 展 开 , 得 
вид, 3(8,9 — 8) — dra( Dip — Bud;p) + dro (Bn дади) 
由 式 (1-20), ВЯ 
didm= dig, Әди дщ 


于 是 
8, 8, а 
вва (8380 Зад) = | `“ (1-25) 
б» Ön 
(2) j=g, k=r 的 情况 
34 j=q.k=r, WJ 
中式 (1-25) 的 详细 推导 ,应 是 
Cie pak™ eepal Fena е0 раз 
Bp da 8а [8 Ba dal [8 du дв 
= д» Bg дд. +» Ba bajt |8, ba 5n| 
dio da dal 18 а, Bal dsp аы do 
ЕЕ 
ба а дае а, аа еј, а 
а, ы [> ы dio dal 
+8, ð, +5, 
„| a |P el, а |, м 


жанв |° мј 
jp м 
将 上 式 展开 并 应 用 ди-+ди--ди—3, 则 得 
бойуу бад ндый) -3 (Bao 二 aa 
+Š, (Ondi 3055 8,93) — du (дад) Hadap 8,886) 
+@ди-М) дя Buds) 
NARO, Хасу W ТР, MRR, АФ j—a i, M 
боб |” | 98—800 
А 
Фри 


да 8, 
| ва 
р ай 
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ёё,» == $$ — Sudip 38—828, (1-26) 
(8) i=p, j=q, k=r ЇЙ 
对 此 , 显然 是 
врви 281—6 (1-27) 
8. sw 的 应 用 
如 果 说 бу 用 以 表达 两 个 正 交 单位 矢量 的 数 性 积 (或 基本 矢量 
与 倒 易 基本 矢量 的 数 性 积 ), 则 su 可 用 以 表达 它们 的 矢 性 积 。 
O) шахи, КҖ 
根据 矢量 运算 知识 , 三 个 互 成 正 交 的 单位 矢量 , 当 其 中 两 个 作 
矢 性 积 时 , 则 
и, щі, j. ЛЕН (kti, j) 
шх} 一 UW 当 纪 j, 成 奇 排列 时 Ai, j) 
о Xi, j, RRHH 
由 于 多 光大 均等 于 二 2，3， 因 而， 以 上 结果 可 写 出 9 个 方程 。 如 
采用 ал, 则 可 统一 写成 
UX вд, G-28) 
34(1-28) rh BJ š, 了 为 指定 指标 , 而 为 求 和 指标 。 
(2) ехе, № ехе! уж 
根据 矢量 运算 的 性 质 以 及 基本 矢量 、 倒 易 基本 矢量 的 关系 , 可 


得 
ve зщ б, j, k REHAR 
ехе -ve ži, j, k RAHAB 
0 щі, j, k ERHI 
于 是 


е,х е,== egve” (1-29) 
1 
"xe ы 
exe enz en 
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在 某 种 情况 下 , 人 们 常 引用 
em 一 em 这 及 ehmal (1-29) 


P 

(五 ) em 和 б, 在 矢量 运算 中 的 应 用 

为 加 深 这 两 个 记号 的 理解 并 熟悉 它们 的 应 用 ， 现 讨论 它们 在 
矢量 运算 中 的 作用 。 

1. 正 交 条 件 下 的 矢量 代数 

а) 矢量 А, В ЖЕ 

在 正 交 坐 标 系 下 , 矢量 AM В прл 

A-Aun, В=Ви, 
式 中 41、Bs 分 别 表示 矢量 A, B {ЛЕЛЕК Ж t, 下 的 对 应 投影 
分 量 (下 同 )。 于 是 
А-В= Aii Ва, = А.В, (ш-ш) 
由 于 tu =u 
所 以 А:В- A.B, 

ERRA i JIARAH R Wa б 了 求 和 并 展开 ， 应 
AAW. 利用 64 的 性 时 后 可 缩减 为 三 项 。 但 这 样 做 显得 繁琐 ， 如 
ЮЕ, Ж] 

Вди=В, È Аду=А, 
wi 
А.В= А,В,= А,В,= A,B; +A:Ba+4Bs (1-80) 

@) х®йАхВ 
令 С-АхВ 
Ц А-4. B= Bu 代入 上 式 ,得 

C= Atu, X Bit ,— A.R, (u, хш) 
由 式 (1-28) 得 
C= А,В,гри, (1-81) 
88+ 


me C= Outo 则 
О, = вА,В, (È Orm sxA;B,) (1-81) 
5Җ(1-81)/ 中 的 b 是 指定 指标 ,i、j 是 求 和 指标 。 因此 式 (1-31)' 代 
表 三 个 式 子 , 如 对 大 展开 , Ф k=l, W 
О,= 81 А:В, = sa A B.+ 8а:4:В+ 8:4:Ва 
= 1141B1 + 82114aB1 + вв1148В: + 812:4:Вә . 
+ esa AB; 889143 Ba+ 818:4:Вз+ 8281As Be 
十 sssl4daBs 
由 swm 的 定义 ,得 
8зв1—1, аза —1 
其 余 均 为 零 , 于 是 
О,= А,В, – АВ, 
同 理 可 得  O,-AB,—ABs O,=A.B,— А.В, 
(3) 三 矢量 А,В, C 的 数 性 三 重 积 A.(BxC) 
为 了 计算 三 矢量 的 数 性 三 重 积 , 可 利用 以 上 结果 ， 
令 D=BxC 则 
D=anBOu, 也 一 srBOw 
Е-А.(ВхС) ~ A-D= A.D, 


于 是 
Е = ein AB Ory (1-82) 
因 已 知 
|4 À А 
Е-|В, В, B, 
0, 0, б; 
所 以 
5%. A 
В, B, В, =sasABO, 
о, о, G 
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由 于 矢量 A. В. С, 因此 , 对 于 任何 一 个 三 阶 行列 
式 均 可 缩写 成 上 式 。 
[例题 9] 试 证 矢量 4 的 逆 变 分 量 At. АЗ, Аз 可 分 别 表示 成 
š дабай, до. EAL 


8раетрбздёде ' porelzeazear 
дэ eeey An 
porelzeaccar 
证 : 由 
A À Á 
en en esn 
AA= A. A= Aeae) _|еї ёз ез 
ei- (e3Xes) |en ез елз 
en en en 
бї ёз es 
得 Alm „5икА‹Фмезь „ARH 


8porelzeaaear 
(4) 矢量 4、 吾 、C 的 矢 性 三 重 积 Ax (Bx C) 
®Е-Ах(ВхС), D-BxC 
则 E=Ax(BxC)-AxD=anADay 
但 D,= Eim BO, 
于 是 
Е = ginsim ABO mUe — вв АВО» 
= — (Sudem — Budm) As B:O mtt 
= (8,8 — бибьм) 4:800, 
= 108.4) Om (SaB) — (8д„В,) ASO m)l tty 
= [(A,0,)B,— (А,В,)О,]и, 
由 于 Вм,= В, G,u,=C 
AmOn= A.C, А,В,-А.В 
因而 
E=(A-C)B-(A-B)C (1-83) 
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2.， 斜 交 条 件 下 的 矢量 代数 

在 正 交 条 件 下 的 矢量 代数 , 无 须 区 别 可 分 解 分 量 和 投影 分 量 ; 
无 须 区 别 基 本 矢量 和 倒 易 基本 矢量 ， 任 一 矢量 可 按 单 位 矢量 写 出 
分 解 式 。 

斜 交情 况 不 同 ， 在 斜 交 情况 下 应 按 基本 矢量 或 倒 易 基本 矢量 
来 写 分 解 式 ， 而 其 矢量 的 代数 运算 应 按 其 基本 矢量 或 倒 易 基本 矢 
量 的 内 在 联系 来 进行 。 

下 面 仍 针 对 矢量 的 - 些 区 本 运算 进行 讨论 。 

(1) 矢量 А, 至 的 数 性 积 

& A= áe, B= В!е, i 

A. B= А.е. B'e,= A.B!(et- e) 
由 式 (1-22) 可 得 
Bi; ~ AR (1-84) 
БХЯ, EEEE T, 仍 可 应 及 8) 进行 指标 缩减 。 


МР Ба КДЕ А. В 数 性 积 的 一 种 形式 ， 
其 他 几 种 形式 将 在 后 而 介 绍 。 

《2) ХА ВЮК 

令 C=AxB (a) 
DL A= A'e,, B= Ве, RAER, Ш 

С= АхВ- Ае, х Bie,~ A'B!(e,x еу) (5) 

由 于 е,хе,= врие“ 
RARE), B4 
C~ em AtB!e* 
C=v[(4°B*— ASB2)e1+ ( А®В1— AtB) e+ ( А1В%— Жей] 


(1-85) 
式 (1-85) 中 的 第 二 式 , 请 读者 自 证 。 

同 理 , 如 以 А-де B= Bie! 代 入 式 (a) 并 根据 
є 46+ 


J 
sne t, eixe = вле, 


又 可 得 出 
C- A B= sin 1 ABe (1-86) 


Җ (1-85) (1-86) 388, 在 斜 交 条 件 下 的 矢量 C, 既 可 按 基本 
矢量 写成 分 解 式 , 也 可 按 倒 易 基本 矢量 写成 分 解 式 。 

(8) 数 性 三 重 积 4.(BxC) 

令 D-BxC, E=A.(BxO)= A.D 


m D= р.е-1. вво (ee et) 
因 e,:e'=1, Bí ШШ 
D'= ewt в, 
于 是 得 
E= AD ewt ABO, (1-87) 


(4) Хис Ах(#>хС) 
为 了 简化 运算 , 对 于 矢 性 三 重 积 , 可 直接 应 用 表达 式 
Ах‹(ВхСу=(А.С)В-(А.В)С 
令 4.C- AGO, A.B=A'B, 
即 可 求 得 
E-Ax(BxC)=(AtO5B—- (А*В,)С (1-88) 
其 协 变 分 量 
E= E.e,= (AtO) (Bee) ге, ( А*В„) (Ое!) +€, 
Е,- А'О,В,— А*В,О, (1-88)' 
„84. 


第 七 节 正 交 线性 变换 
在 向 卡 尔 正 交 坐标 系 下 ， 华 标的 变换 关系 已 在 前 面 作 了 初步 
讨论 , 其 变换 式 为 

Мау (1-89) 
式 中 ”处 一 一 新 坐标 
% 一 一 老 坐 标 

ou 一 一 新 老 坐标 轴 夹 角 的 方向 余弦 。 今 指定 第 一 个 下 标 为 

新 坐标 , 第 二 个 下 标 为 老 坐标 , au 为 常数 但 不 相等 。 


由 式 (1-89) 可 得 
»-ф- 
Д 

1-40 

эй | (1-40) 


这 种 从 老 坐 标 向 新 坐标 的 变换 称 正 变换 。 反 之 为 反 变 换 。 如 果 新 
坐标 向 老 坐 标 变换 , 则 


= оя (1-41) 
注意 ,ow 的 下 标 顺 序 仍 按 上 面 规定 不 变 , 则 
ду, 
оу 
ду | (1-42) 
и ay j 
ш (1-40), (1-42) 48 
СГА 
a-g z 


除 此 以 外 , ШҖ (1-39) (1-41) 6р 
Ый ГИ у олаја 
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Yi = oy (1-44) 
从 上 式 可 得 

оцош == о (1-4) 
2601-44) б. 天 是 指定 指标 , J 是 求 和 指标 。 如 果 将 外人 大 分 
别 以 工 2、 8 代入 并 展开 , 则 可 得 九 个 关系 式 。 这 九 个 关系 式 可 用 
下 列 矩 阵 的 乘积 来 表示 ; 
Gat Әә Os Git бв r 
©з 022 =] Ë оз =] 


Gis Gos Ogg 


100 
|): 1 i (1-45) 
оо1 


пн 


Qa1 sa Ова 
为 正 变换 下 的 变换 系数 矩阵 , 称 

Gr б 01 

ш а =] 

Ф Os Gss 
УБ F ЛЕЙ ЕРЕ, 由 式 (1-45) 可 得 

90-І (1-46) 
式 中 J 一 一 单位 矩阵 。 

两 个 变换 系数 矩阵 , 其 行列 式 有 着 明显 的 几何 意义 , 例如 

Chi ©з Gs 


oal Олу Оз 
Osi 082 Оз 


де = 


39. 


由 于 行列 式 对 应 各 行 的 元 素 正 好 是 ul uy. us IB] и, 77 aA 
时 的 三 个 分 量 , 所 以 
detQ =u}. (u3 x us) = +1 
上 式 中 的 正 负 号 取决 于 u X ш 的 变换 方式 ， 如 采用 确 当 变 
换 ( 旋 转变 换 ) 取 正 号 ; 反之 , 如 采用 不 确 当 变换 (反射 变换 ) 则 取 负 
号 。 
由 此 可 见 ， 确 当 变 换 和 不 确 当 变 换 可 用 变换 系数 矩阵 行列 式 
的 正 负 号 来 表示 
除 此 之 外 , 由 式 (1-46), 我 们 还 有 
gga, qa- 47. 
式 中 My 为 @ 的 余子 式 ,于 是 ,上 式 又 可 表示 成 
Gi Cal бз 
Qis Оз бз 
Олз бз Оз 
021053 — Oasa agga — ss 9112008 一 028022 
= 909. 0280181 — О9103в 0110838 — 013081 018091 — ©1098 
021082 — @а3081 914081— 011080 91093 — rala | 
(1-46): 
由 于 detQ= +1, Nf Е тА 
| Жолу oaaatel 一 oolaas 一 ола 
21083 — 022081 = os 
I 82018 — Asaa = + 015 88011 — 031018 == E Aag 
081012 — Овз011 = E олз 
I Ф203 — O18099 == Ез; 018001 — 031038 = E Aga; 
11003 — 13091 = + Gas 


(1-46)” 


此 处 , ти" 取 恰当 变换 , 则 取 正 号 , 反之 , 取 负 号 。 


第 八 节 记号 在 力学 中 的 应 用 


记号 可 以 简化 书写 , 这 一 点 已 在 上 面 做 了 介绍 。 近 年 来 , 由 于 
张 量 分 析 在 力学 中 的 应 用 日 趋 广 泛 , 所 以 在 流体 力学 、 固体 力学 、 
连续 介质 力学 中 出 现 一 些 新 的 记号 。 为 了 热 悉 这 些 记号 ， 现 介绍 
ЖТ, 

C) DW AB жав 


WERE T= ущ 
速度 о- 2и umom 
加 速度 


_ De, -24 a( 2v бо), 
Шр = с ш 


E Я до, дь 
在 一 些 书籍 中 常常 将 -可 全， 5 写成 


Vht, Vp 
ДРЖЕ, 而 以 逗 点 分 开 的 指标 则 表示 偏 导数 , 这 
样 , 加 速度 ge 又 可 表示 成 

G= (tt Vvs) tl; 
《二 ) 哈密 尔 顿 算 子 V 和 拉 普 拉 斯 算 子 A 
HT Vem 


因而 可 简写 成 


д д а 
+u: +u; y ý 
ду "0 "Oy? др" 


Vs k 

而 拉 普 拉 斯 算 子 A 则 写成 
д +2 
дз ЕТЕШ ЭИ 


部 
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(=) $ 函数 的 梯度 矢量 А 的 散 度 、 旋 度 
grad$=V$=%, шщ 
div A= А, 
rot А = 84, tt, 
以 上 引进 бу, ss 的 定义 ， 并 讨论 了 一 些 有 关 应 用 方面 的 知 
识 。 由 于 这 两 个 记号 在 张 量 分 析 中 的 重要 性 , 下 面 再 举 几 个 实例 。 


[例题 10] 设 几 是 绝对 标量 , 试 证 grad ф 为 绝对 矢量 。 
证 ， 由 于 由 为 绝对 标量 ,所 以 
фо, у» уз) =$" (gt, 4% y3) 
根据 复合 函数 求 导 , 得 
Әф _дф° Әй 25" Әл | a 25 
Әр i ды Әй да Эй 


z =9#" Әй ү = 24 +% 
Т2 Dya Әй ду 5798 


| wasta ив, пан, 则 得 


Wa aoa, Өй, s 


аса) 
ХЗ А40) ит, и, 之 间 的 关系 式 , 发 现 上 式 中 圆 括号 内 的 三 项 之 和 分 
别 等 于 utaq, TE, 上 式 可 改写 成 


атайф= Зат ад 20 
或 = 
由 此 得 证 。 
显然 ， 以 上 证 明 比较 繁 歼 。 如 果 利 用 绝对 撩 量 的 充 要 条 件 以 及 求 和 指 
标 , 其 推导 要 简单 得 多 , 现 导出 如 下 : 
对 于 新 坐标 , grad ó" 的 第 i 个 分 量 应 是 
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әф* 


27 
"Әр ди a ӘБ. 
因此 Г ж: 
ж батаа") абатай ф), 


上 式 表明 , grad 的 分 量 满足 grad ó 为 绝对 矢量 的 充 要 条 件 , 因而 grado JE 
绝对 矢量 。 
[例题 4] 设 4 为 绝对 矢量 , 试 证 div А 为 绝对 标量 。 
证 ， 由 div 4 的 表达 式 , 可 得 
div abir la y Aa 
利用 复合 函数 求 偏 导数 的 链 法 则 以 及 式 (1-40)， 得 
Әд: аА, 。 + ӘА PAs an 
Эп ai D ал ада 


ад, длр nyy Ble Әд, 
Эһ Эд °з эд = эд оа 


于 是 
div A-r Ga Ar tanda tasa) 

r Ar Cnártandat an4) 

арбала азд) 
注意 ; 求 得 .上 式 时 , 利用 了 aw 为 常数 的 条 件 。 

由 于 假定 4 为 弧 对 矢量 ， 因 而 上 式 中 贺 括 号 内 各 项 之 和 分 别 等 于 A, 
А А, 下 是 
av- 对 4241 24; дуд» 


ол од 
或 4 
即 div4 为 绝对 标量 。 
下 面 再 利用 记号 法 求证 。 由 于 4 为 绝对 矢量 , 所 以 
Ai=anA, 


ya да; а, 24 ди, 


2 2р, Әй 
式 中 +3, i = 则 得 
2A? La a дА» 3 дА, _ дА, 
BB TO By, Bor 
或 AL = AL, 


注意 ， 推 导 上 式 时 , 曾 利用 正 交 条 件 auaw ==6w, 并 进行 了 缩减 运算 。 
[例题 8] 设 4、B 为 绝对 矢量 ， 试 证 两 矢量 的 数 性 积 A-B 为 绝对 标 


量 
证 ， 由 于 4、B 均 为 绝对 矢量 ,所 以 
Ai=asdy; Ві=а,В, 
于 是 А". В" = АВ; =а Ga A, B, 
已 知 qaqas 
则 A*-B* =б„А,В,= А,В,= А.В 


作为 特例 , 如 令 A=B, 则 
A-B=A:A=|A|2 
这 一 结果 是 很 明显 的 ， 矢 量 4 的 模 不 可 能 因 坐 标 变换 有 所 改变 。 除 此 之 外 ， 
由 两 矢量 数 性 积 定义 
A".B"=|A"||B"|eos( A", В") 
A:B=|A||B|cos(A, B) 
根据 以 上 结果 , 可 证 明 
оов(А", В*у=соз(А, B) 
即 两 绝对 矢量 夹 角 的 方向 余弦 也 不 因 坐 标 变换 而 改变 。 
[例题 19] 如 矢量 4、B、C, 为 绝对 矢量 ， 则 三 矢量 的 矢 性 二 重 积 为 绝 
对 矢量 。 
证 ， 由 三 矢量 的 矢 性 二 重 积 , 可 得 
Ax(BxC)=(A:C)B-(A-p)C 
EX A. B. C 为 绝对 矢量 , 因而 
A:C=A"-C"; А.В=А".В'; B=B";C=C” 
则 上 式 可 改写 为 
Ах(ВхС)у=(А*.С*)В" — (A".B")C%* 
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所 以 Ax (Bx C)=A*x (B* х С*у 
即 Ax (BXxC) 为 绝对 矢量 。 
因为 Ax (BxC) 必 和 B、C 共 平面 , Ax (Bx Сун В, С 表示 , B. С 


HAWKE, 因而 Ax (B x C) 也 是 绝对 矢量 。 


[例题 3] 试 证 
EIKA ptg sy = 8р Í det Q 
Ш. 将 下 式 
А А А3 
В, В, В| =8„4,80, 
G O Oa 
稍 加 代 换 , 即 令 
Аз=щ„ 43 一 ol， As=as3; 
Bı=an, B=am, By==oas; 
Ci=as бу=озь Оз=азво 
则 有 
аң 012 аз 
ап dha Qos| 一 etyuadtaayaax 


Gal aar Xag 
如 令 左边 行列 式 为 detg, 则 
det Q = аач ад 
根据 行列 式 性 质 , 必 有 
Einant = —det Q 
Saa Ga a = 0 


由 此 可 见 , 行列 式 诸 元 素 第 一 个 下 标的 选取 , CUP by r UE E ЭИ, 
因而 有 
вано = Epardot Q 
第 九 节 关于 伪 标 量 , 伪 矢量 的 进一步 讨论 


在 第 三 节 中 , 我 们 讨论 了 绝对 标量 、 绝 对 矢量 的 充 要 条 件 并 引 
45+ 


进 了 两 个 实例 。 这 两 个 实例 都 是 通过 某 一 特殊 的 反射 变换 来 说 明 
其 伪 性 的 , 因而 , 难以 说 明 其 普遍 性 , 为 了 用 普遍 的 方法 来 判断 标 
量 和 矢量 的 伪 性 , 下 面 从 一 般 变换 式 加 以 讨论 
仍 假定 A. В, C 为 绝对 矢量 , 因而 , 对 第 三 例 必 有 
Е‘ А". (B° x С") ~ 8mAtBO% 


= вп АВО, 
但 已 知 Eiig уу 8з det Q 
因而 E’ = (dtQ) 8p As BsO, 
由 于 в А,В, = E 
于 是 E'— (+Q) E (1-47) 
对 于 第 四 例 , 则 有 


C=Ax B<... ,Bd 
Cd 了 


由 Атай, B'=oq B. Шай, 
于 是 С" = sarapas А,В аш, 
щй 
C*= (det) C 
A'x B° (det Q) бей)! а-в) 


根据 式 (1-47)、 式 (1-48), 如 采用 恰当 变换 , WHF det 0=1, 

我 们 有 
Е'=Е, C-C 
如 采用 不 恰当 变换 , 则 І 
E= B, C=~—C, 

对 于 前 者 , 绝对 标量 (绝对 矢量 ) 与 伪 标量 ( 伪 矢 量 ) 并 无 区 别 ， 
对 于 后 者 , 则 差 一 符号 。 

依照 以 上 讨论 ， 作 为 伪 矢 量 的 C— Ax B ZI О, O, O, 
( 老 坐标 ) 及 Oi, Oi, о (新 坐标 ) 的 关系 应 是 
.4. 


= (46#@)о40О, 


зу ш 


1-1 试 证 绝对 矢量 的 和 (或 闪 ) 仍 为 绝对 矢量 。 
12 试 直接 应 用 反射 变换 , 证 明 两 绝对 矢量 4、B 的 数 性 积 为 绝对 标量 。 
1-8 试 应 用 求 和 指标 及 指定 指标 , 表示 下 列 各 式 : 
са) Эу" „ дее ри. дг рат. дз рә, 
Dr дї Dr ди Əz Di 
(Б) yra tags? tager; 
(©) AIB!+ AJB2+ ВЭ 
(8) А%Вү+ A2B,+ ABB 
(6) 419и+20а+ 9а; 
(F) Bit + BIP + BRI + BE, 
1-4 试 将 下 列 各 项 展开 (=1, 2, 3;j=1, 2 3), 
(OR 


Ф) А*В:05 
(a) АГ 
6 ль 


15 йш ega, 试 指出 my)?=axywyi=1 在 下 列 情况 下 所 表示 的 轨 
迹 。 

(a)k=1,2; (b)k=1, 2, 3, 

1-6 试 应 用 指标 法 证 明 ; 
(а) (4x B): (Cx D)=(A:C)(D-B)- (A-D) (B-C); 
@) (BxC)-[(Cx А) x (Ax B)]=[A: (Bx Сә]; 
(с) (Cx A) x (Ax B)=[A-BxCJ]A, 

1-7 证 明 :如 果 870, 则 Ta То 

1-8 试 写 出 下 列 几 种 情况 下 的 变换 系数 矩阵 , 并 求 其 行列 式 值 。 
(а) wi=-—wus uj=-—uys иў=изо 
(b) ui=us 到 一 一 2 uj=us 


(с) ui=us иј=из uj=us 
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第 二 章 ”二 阶 仿 射 正 交 张 量 


上 一 章 讨论 了 一 些 预备 知识 , 并 引进 了 张 量 这 一 名 称 ; 这 一 章 
将 涉及 正 交 笛 卡尔 坐标 系 下 二 阶 张 量 的 有 关 知 识 。 

张 量 的 阶 次 已 在 第 一 章 中 提 及 , 此 处 不 再 重复 。 至 于 正 交 , 则 
玫 示 所 采用 的 坐标 系 是 正 交 的 笛 卡 尔 坐标 系 (坐标 轴 夹 角 为 90°， 
如 坐标 轴 夹 角 不 等 于 90。, 则 称 斜 交 笛 卡 尔 坐 标 系 )。 

这 里 提 到 的 “ 仿 射 ” 指 的 是 变换 系数 属 仿 射 性 质 。 现 通过 实例 
说 明 它 的 概念 。 

BANE 

0-1 (a) 


是 椭圆 方程 的 标准 式 ， 如 令 椭圆 面积 为 8， 则 S 可 以 下 列 积分 表 
Ж: 
S- [азау 

要 求 得 上 述 积分 , 就 要 应 用 高 等 数学 知识 作 某 些 积分 运算 , 但 如 果 
将 坐标 ww, v 按 下 式 

2 一 00 у=Ьу" 
加 以 变换 , 则 方程 (4) 在 新 坐标 系 下 化 为 

(2") + (9) =1 Фф) 
而 а= айа", dy=bdy° 
则 S= ab ааа 
由 于 方程 (8) 实际 上 是 单位 圆 方程 的 标准 式 , 因而 
‚ 48. 


[|a =a 

于 是 в-а |da" ay = та 

ШЕЕ НИ НЯ, XT 3K— Л та] Bi J JH ЖЕЙК == 
аа“ y= by" 可 避免 繁琐 的 积分 运算 。 这 种 变换 的 特点 是 , 变换 系 
数 为 常数 , 但 互 不 相等 , 这 相当 于 苗 卡 尔 谷 坐标 的 放大 (或 缩小 ) 的 
比例 各 不 相等 ， 这 一 类 变换 你 之 为 仿 射 到 换 。 如 果 变 换 系 数 为 常 
数 , 且 相 等 , 则 称 相似 变 鬼 

根据 这 一 概念 ， 本 章 将 要 认 论 的 张 号 应 是 二 价 的 在 正 交 笛 卡 
尔 坐 标 系 下 仿 射 变换 的 起 量 。 


第 一 节 二 阶 仿 射 正 交 张 量 约 定义 式 及 实例 
С) 二 阶 仿 射 正 交 张 量 的 定义 式 
为 了 便于 表述 , 现 从 大 家 熟悉 的 工程 力学 问题 出 发 , 引出 二 阶 
仿 射 正 交 张 量 定义 式 。 
设 在 运动 的 粘性 流体 或 兽 止 的 弹性 体 中 ， 任 取 一 微 元 四 面体 
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04BO( 图 2-1)。 
令 44BO=45S,， 其 法 向 单位 矢量 为 2，481、45。、45s 分 别 
表示 40BO、4040、404B 的 面积 , 则 
A481= AS,xa, et (a) 
4S,= 48,03 
ДИН an ana, ов 43328 N ЖП Oyi, Oya, Оу» KARK HR Zo 
作用 在 04BO 上 的 力 ， 除 表面 力 以 外 还 有 质量 力 (包括 惯性 
力 )。 根 据 定义 , 表面 力 和 作用 表面 有 关 , 而 质量 力 与 微 元 体 的 质 
量 有 关 。 当 微 元 体积 04BO 无 限 收缩 时 , 质量 力 和 表面 力 相 比 为 
高 阶 无 穷 小 。 当 假 定 04BO 向 0 点 收缩 时 ， 质 量力 可 忽略 不 计 ， 
只 需 计 及 表面 力 。 除 此 以 外 , 既然 是 粘性 流体 (或 弹性 体 ), 因而 切 
应 力 存在 , 表面 力 不 和 作用 面 垂 直 。 
令 作用 在 各 对 应 表面 上 的 应 力 分 别 为 Pa Pi, Pa, Po, 由 于 表 
面 44BO 的 外 法 线 方向 与 所 取 的 吕方 向 相 一 致 ， 故 表面 力 取 正 
号 ,为 48.р 其 他 三 个 面 则 不 同 , 它们 的 外 法 线 方向 和 所 取 的 坐 
标 轴 方向 相反 , 因而 这 三 个 面 上 的 表面 力 应 取 负 号 , 即 分 别 为 
—48S; pi. — 48р, — ASsps 
根据 达 朗 勃 原 理 ， 由 于 质量 力 (包括 惯性 力 ) 略 去 不 计 ， 所 以 
ОАВО 的 力 平衡 方程 应 是 
48„р„— 48ур‹— 4Sa Pa — 4S3 pa =0 


或 48„р„= 4S,p.-+ 48» р»+ 4S; Pa 
上 式 左右 两 边 同时 除 以 4S。 并 注意 到 
可 得 
bo Pitana Patana ps 
2-1 
或 р„=оыр, } ea 


式 中 ”一 一 作用 在 外 法 线 方向 为 ?之 表面 上 的 应 力 ， 
显然 , 这 一 应 力 又 可 向 Oyi, Oys, Oys 三 个 方向 分 解 。 由 于 所 取 的 
是 笛 卡 尔 坐 标 系 , 所 以 


а= риш, Py™ De tt, (2-2) 
式 中 py 的 第 一 个 下 标 表 示 该 应 力 的 作用 面 外 法 线 方向 ,而 第 二 
个 下 标 则 代表 该 应 力 的 指向 。 
应 用 式 (2-2), 可 将 式 (2-1) 改 写成 
р„=оыру, 
м=р (2-8) 


式 (2-8) 给 出 过 点 O、 外 法 线 为 如 的 表面 上 应 力 р„ 与 三 个 坐 
标 面 上 九 个 应 力 的 关系 ， 这 一 关系 式 说 明 只 要 知道 三 个 坐标 面 上 
的 九 个 应 力 和 外 法 线 n, 即 可 求 得 此 面 上 的 应 力 Pao 

现 假定 р, 向 另 一 坐标 系 Un 方向 投影 , 则 

Pin = Pa ul, =o py (U и) 


4 илат 
则 新 、 老 坐标 系 下 , У Pin ЖП ри 间 的 变换 关系 式 为 
Pam = Ооу ру (2-4) 


Җир n、m 是 指定 指标 ,i、j 是 求 和 指标 。 如 分 别 令 n、m 等 于 
1, 2, 3, 可 证 式 (2-4) 包 含有 九 个 关系 式 。 
例如 , 令 n=1, m=2, 则 
іа = ® [Ga Ри + os Dia азар] 
= ai [Gai Pi азар Gos pis] 
十 ada [aspar + азо pano “Ñ aas Pas] 
十 ads [a21 Das Haaa рва + as pas] 
如 果 所 有 新 、 老 坐标 系 下 的 诸 元 素 用 矩阵 表示 , WJ 
[Pim] = Сом] [pu] [oss] 
i . l» 


Da P32 P3 
911 Оа блв || Pu Pia Pis олі an бщ 
-| a2 ЕЁ Paa АЕ O23 =| 
osl Caa oas J | Р Paa 2asJLoas Csm Css 
(2-5) 
如 令 И А": 
Pu Piz Физ Pı Фи Dis 
= Ë px Ра | s- | Pai Pas Pas | 
Фи 52 pis Ps Das Pas 
则 式 (2-5) 又 可 写成 
P’=QPQ™ (2-6) 


AH P— EBRR Оуу 下 的 应 力 张 量 ， 
了 "一 一 新 坐标 系 下 同一 点 的 应 力 张 量 ， 
Pin 和 pu 分 别 表示 两 类 坐标 系 下 的 应 力 张 量 元 素 。 
分 析 式 (2-5) 可 发 现 ,矩阵 的 各 行 正好 和 Pi, Po. Ds 的 分 量 相 
对 应 。 回 顾 矢量 A TAIE 


表示 , 将 这 一 结果 和 应 力 张 量 卫 对 比 , 即 可 认为 : 
矢量 一 一 一 阶 张 量 的 分 量 为 一 标量 应 力 张 量 一 一 二 阶 张 量 
的 分 量 则 是 矢量 。 既 然 矢量 A 可 表示 成 
A= Аүи,+ Astts+ Азиз 
那么 , 二 阶 张 量 卫 也 可 表示 成 
P=Ppiu1+ pads t+ Potts 
Р=шруш | 9 
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至 此 ， 所 得 应 力 张 量 的 两 种 不 同 表示 形式 ， 一 种 以 矩阵 形式 
表示 , 而 另 一 种 则 以 “矢量 "形式 表示 。 

其 次 ， 根 据 式 (2-4) 和 式 (2-5) 并 对 比 定义 绝对 矢量 的 解析 定 
义 式 (1-2), 它们 在 形式 上 没有 区 别 ， 只 是 二 阶 张 量 有 两 个 变换 系 
数 和 矩阵。 既然 式 (1-2) 可 作为 绝对 矢量 的 解析 定义 式 ， 式 (2-4) 当 
然 也 可 作为 定义 二 阶 绝对 张 量 的 解析 定义 式 。 

以 上 针对 应 力 张 量 的 讨论 具有 普遍 意义 ， 现 可 据 此 定义 二 阶 
仿 射 正 交 张 量 如 下 : 

二 阶 伤 射 正 交 张 量 五 是 一 个 包含 有 九 个 分 量 (8”)Iy 的 数 
组 , 它们 在 耸 标 变换 时 , 满足 变换 式 

П; = ооуу (2-8) 

从 式 (2-8) 可 看 出 ， 如 将 这 一 变换 式 展 开 , 则 等 式 右边 的 每 一 
项 均 包括 H 的 一 个 元 素 。 由 于 变换 是 任意 的 , cot、omy 通常 不 全 为 
=, 因而 , 除非 H 的 所 有 元 素 Hu 均 为 零 , 变换 后 的 元 素 Пы 才 为 
零 。 这 一 结论 十 分 重要 , 它 常常 用 来 判断 九 个 数 构成 的 数组 是 否 为 
二 败 功 身 正 交 张 量 的 依据 。 

ARKEN П PRSH, WRAER (2-8) 左右 两 边 分 别 乘 以 
9,0 т, 然后 再 对 n. 永和 (指标 缩减 ), 则 

“Ga Пл = Cenr OrmsOmtoemy ITyy 
ЯНЕ 
| омс дн, атату Әу 
RAER, 即 得 
ао Пт 5.8, = IT, 
或 П, = амо П (2-9) 

附带 说 明 一 点 , 虽然 没有 讨论 到 更 高 阶 的 张 量 , 但 实际 上 已 经 

过 到 过 三 阶 张 量 的 例子 ew。 由 ein 的 定义 式 


к= Шү. (и,х ш) 


+63, 


在 新 坐标 系 下 , em 可 写成 
Erm = Wn (Un X ul) 


已 知 =ош, Un= Ant, Ш = oky 
于 是 Ermi = (отоци) [tti (Ws X Wn) 
或 Bami = Onmin dk 


ERED sw 满足 三 阶 张 量 的 定义 式 , 但 值得 注意 的 是 ， 如 果 采 用 
不 确 当 变换 , 则 sw 经 变换 后 改变 符号 , 所 以 ew 实际 上 是 三 阶 伪 
张 量 。 事 实 上 , 由 上 式 及 

ламати" (9600) Ermi 


于 是 有 Eimi = (9900) enm 
由 此 可 见 ， 如 果 是 不 恰当 变换 , 则 由 于 detQ = —1, 对 应 的 顺序 号 
元 素 均 差 一 符号 。 


(=) 工程 中 常见 的 二 阶 仿 射 正 交 张 量 

下 面 通过 一 些 实例 来 说 明 二 阶 仿 射 正 交 张 量 的 应 用 。 

1. [Š] 

根据 dy 的 定义 , 它 应 包含 九 个 分 基 , 如 以 矩阵 表示 , 应 是 


Òs бш ёш 1 оо 
18] = |5 даа =Ë 1 j 
Әз баз д, 001 
HR (1-28), 可 得 
Sim = алатди (2-10) 


Җ (2-10) RR O 满足 二 阶 仿 射 正 交 张 量 的 定义 式 ， 因 而 它 是 二 
阶 仿 射 正 交 张 量 。 

由 于 这 种 张 量 的 特殊 性 质 , 所 以 称 它 为 单位 张 量 , 并 以 7 表示， 
T= [6y]。 显 然 ,对 于 这 种 张 量 , 如 用 矢量 形式 表示 , 则 应 为 

I=641+ 00+ stts 
其 中 Ò = 01t+ 0st O13 = 01 
Š= дәш, + sts + Östh = Ча 

7 


Òs = 8210-820-820. Ua 
于 是 得 


或 


I=ut,+ttto+ = (2-11) 


I= Uth = иш 
2. 位 移 张 量 р 
介质 在 外 力作 用 下 或 在 运动 中 将 发 生变 形 。 介 质 的 变形 用 相 
邻 两 点 在 变形 前 后 相对 位 置 的 变化 来 表示 , 为 此 , 在 流 场 中 任 取 一 
坐标 系 Оуу, 同时 约定 ， 由 于 空间 位 置 不 同 引起 诸 参 数 的 微分 
用 “8” 表示 ; 由 于 时 间 推 移 引 起 诸 
参数 的 微分 用 “4” 表 示 。 
如 图 2-2 所 示 , 设 在 z 时刻 ， 
于 流 场 中 任 取 两 邻 点 P(rp) 和 
Q(r>+Ər,),r> 17-87 分别 
表示 P.Q 两 点 的 位 置 矢量 。 假 定 
在 # 时刻 ,位 于 PQ@ 两 点 的 流体 
分 别 以 速度 w(rz) 和 0Crz 十 Srp) 
运动 ,经 过 绕 之 后 ， 它 们 分 别 产 如 
生 图 2-3 
U(Tp)dt 和 (+87) 
的 位 移 到 达 Р' ө, TE 
OP'=rp+0(rp)dt 
OQ'= (т»-++ёт») +®(т»+8гь)й 
&тъ=О00'—ОР'=8т»+ [V(rp-t orp) — V(rp) at 
因而 , PQ 在 经 过 di 后 产生 的 变化 为 
drp—Orp= [V(rTp+Orp) – 0(7)]4 
假定 vre) 连 续 可 导 , 当 567p->0 时 , 可 得 
9(ть) =ӧ0й 


q' 
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其 在 坐标 轴 方 向 的 投影 应 是 
4(бу) — ol (a) 
但 由 于 2 一 2(y уз, ys), 所 以 


du Co) 一 -下 5 @) 
上 式 可 用 矩阵 表示 
Ov Ov Ov 
бо, Р. дуа дуз би 
n e| 2 д 
ЫЛЕ ТЕТ 可 
дь; 2з д 
92 a ж ый» 
式 中 右边 第 一 个 矩阵 中 的 每 一 个 元 素 均 可 表示 成 
дь, D 
25-92 (2-12) 


СД 

ХАЛЫ ЗЕК Т Н АНН, АЖА ЕИ 
生变 形 运动 。 

假定 将 % 坐标 系 下 L. 变换 到 多 坐标 系 ， 证 明 Ds 满足 变换 
关系 式 (2-8), 即 也 是 二 阶 仿 射 正 交 张 量 。 

由 于 速度 是 绝对 矢量 ,所 以 得 

9 = ау 

Tei (a) SE 
又 因 о, 为 常数 , 故 上 式 可 改写 成 


已 知 a 


@ Du 的 物理 意义 在 附录 了 中 给 出 。 
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90. Gp. фи. (2-13) 


Di = ownp Dip J 
或 Р}, = amcms Di; 
即 Dy 满足 定义 式 , 因而 也 是 二 阶 仿 射 正 交 张 量 。 
3. 变形 率 张 量 8 
根据 以 上 讨论 , 令 [dre =S, Mk 
(88)*= (бул )° + (dya) + (Šg) = (Sy) 
左右 两 边 求 微分 , 得 


(2-14) 


854(88') = дуй (бу) 
HR (а) 
(у) =бий= Š s Sa dt 


所 以 8Sd(88) = 8y Oydt 


npe 
将 上 式 左 右 两 边 同 除 以 (3S)? dz, 即 得 


d(8S) _ дм буи ду) 
5501 ду; 85 ÒS 


上 式 左边 表示 85 的 相对 变形 率 , 而 右边 的 ди, /95, бу/88 则 
分 别 表示 Ore 与 坐标 轴 夹 角 的 方向 余弦 ， 现 分 别 令 其 等 于 w. ту, 
则 


aS) бату (2-15) 
将 上 式 右 边 对 多 了 展开 , 得 
105 = 2а ттщ 2н mna + Pn n ns 


‚57, 


ә. дь BA 
(бе Ni 二 ар дуз m) 
(арата) 
+n (. ze m+ g mt б п) 
рс m+ HE p2 аы) эъ +90) ma] 
Ova , Ov СЯ дь Ov 
+n PEE + ла Wa TAE TE a) 
р) авв) 22.1 
以 上 结果 可 表示 成 
OS) = Du nan] 
д 1{ ёз, , әү 1{ д , ды 
к ASA на.) т S +) а 
1/ ôv , дә Doa 1( д ү дә; 
AE 5% a) дуз 2 \ дуз дуз ) 
t Ovs , дә \ 1 a= Ova д» 
йи) Эд t к) a "е 
ECN 
则 8 可 写成 
11 Өш Өз 
S= бз бэ Sas 
Sa Saa Sss, 
并 称 S 为 变形 率 张 量 。 
值得 注意 的 是 , 对 上 述 张 量 , 其 元 素 的 下 指标 对 换 后 相等 , 即 
84= 8, 
对 满足 这 一 关系 的 张 量 统称 为 对 称 张 量 。 


58. 


4. 有 瞬时 角速度 张 量 
当 刚 体 绕 一 瞬时 轴 以 角速度 “旋转 时 , 必 将 在 刚体 内 感应 出 
一 速度 场 , 如 图 2-3 所 示 ， 取 坐标 系 Oy:ysys, ВЕ НАСА n, 
刚体 上 一 点 卫 的 位 置 矢 量 为 fp, 则 在 了 点 品 应 出 的 速度 9 应 是 
v=wxXrp (2-16) 


© == EY jtn | (2-17) P а 
%1= 8,09 I J £ Ф 
i A z 
о 


这 一 结果 也 可 对 rp 求 时 间 的 全 


或 


导数 得 到 。 根据 点 了 这 汉 的 定 n 
X, 应 为 
Dr А 
оғ. Р Cya) 图 23 


由 于 卫 是 刚体 上 指定 的 一 点 ， 其 坐标 位 置 相对 于 转轴 不 变 ， 
但 固定 在 转轴 上 的 坐标 单位 矢量 u, 则 是 时 间 t 的 函数 ， 即 u= 
u(t), FÆR 


s= Dih (2-18) 


| 根据 式 (2-18) 可 求 得 Oys, Oya, Oya 方向 的 分 量 , 即 
т=н (P ш) +„(2“ Di "ш )+ (e 2 ш) 


w= (Bt) +. (Dns) + 2.) (2-19) 


ъи (Ош диз чиз) 2) Dih, ча) 


Qu Qa О 
Du, 
D: ` 0=|2 0 Оз (2-20) 


Qa Qs Q. 
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则 上 式 可 改写 为 
"| 0 Qs 
B = 1 y ar Qn Ов 
Va Оһ Оһ Оз 
现 取 另 一 坐标 系 , 其 单位 矢量 为 &%, 则 


tat, ulat, 
Du; _„ Du, 


Die Dt 
„ „Du; „ Du. 
于 是 得 Q; = 0 а-о Put ш) 
或 
О}, = a. Qu (2-21) 


上 式 表明 Oy 满足 定义 二 阶 仿 射 正 交 张 量 的 解析 定义 式 ， 因 而 是 
二 阶 仿 射 正 交 张 量 。 
下 面具 体 计算 Q 的 元 素 Q4。 首 先 根据 


ususi, tutu,=0.. 


可 得 
Du. Du. 1 
esse. 
除 此 以 外 , 由 于 单位 矢量 ti、 Ua, s 也 是 矢量 ,所 以 和 
Drewxre 
相 类 似 , 应 得 
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Ши =oxt,. Dih wx, Ali =w X ti 
则 шу (охаш) шоо (их) 
已 知 HX Ua = Ug 
故 
同 理 ,可 得 ш уо; (2-22) 
иь оу 
HER (а), (0) Жэ (2-22), 可 将 它们 写成 统一 表达 式 
Qs- (DE и = о (2-23) 
于 是 得 
0 as — Wa 
Q= -ws 0 w|; Qy= Од (2-24) 
©з — 0 0 


利用 式 (2-28), 如 等 式 左右 两 边 均 乘 以 sym, 则 得 
SumQu= битви 
但 由 式 (1-26), 可 得 


80и = 28 mrok == 209 


或 
ву = 2oy 
2-25 
оу snay | К ) 
和 应 力 张 量 相 类 似 , 令 
Q,= Quu, (2-26) 
则 得 
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Q.,=Dtti + osla — Oll = c X tl, 
О»= — ози Ои + Ols = w X tl (2-27) 
О» = озш, — 010. + ОЦз = © X Ug 
而 Q=u N, = u; (w X tu) 
5. 质点 的 转动 惯量 张 量 
由 刚体 动力 学 知道 , 质量 为 m 的 质点 对 原点 O 的 角 动 量 是 
L=m(rpxv) 
如 果 质 点 绕 瞬 时 轴 的 转动 角速度 为 w。 则 其 线 速 度 为 
V=wxrp 
于 是 得 ”LL=m[rpex (о хть)] = ттт w)] 
令 [Te] а, отр oy 
则 L=m[ (yg)o— (@egi)r >] 
1ң=т{(укуь)оз— (оуу) у1 
或 
1ң=т[(ушуь)8уюу— (өту) 
=m[ (ye) ds— YY] oy 
再 令 у= т (уал) yyy] 
则 Lie Јоу 


T. Jn Ja Ja][ oa 
L, |=]J7= Jx Јәа|| os 
Ls Ja Je Jejl әв 


现 证 明 Ju 满足 二 阶 仿 射 正 交 张 量 的 解析 定义 式 。 
令 新 坐标 系 Oyiyiys 下 的 Jim 为 
Jim m [Ornyiys — уху] 
H+ буп = омаду 
V= OY Ym= ani 
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VEYE = yl 
所 以 ЖЛ = тоноу [Š ae УУ] 
或 Tam = Anm y 
即 ve 满足 定义 二 阶 仿 射 正 交 张 量 的 定义 式 ， 因 而 J 是 二 阶 仿 射 
正 交 张 量 , 称 为 转动 惯量 张 量 。 i 


第 二 节 ”二 阶 仿 射 正 交 张 量 的 
分 类 及 其 代数 运算 


以 上 引进 了 二 阶 仿 射 正 交 张 量 的 定义 式 ， 并 密切 结合 工程 力 
学 讨论 了 若干 张 量 的 例子 。 为 了 加 深 对 张 量 的 认识 ,下 面 先 介绍 
二 阶 仿 射 正 交 张 量 的 分 类 ,然后 再 说 明 其 代数 运算 。 
(一 ) 二 阶 仿 射 正 交 张 量 的 分 类 
1. 单位 张 量 I 
如 果 某 二 阶 仿 射 正 交 张 量 П, 其 元 素 To 满足 
{їй 
0 G=j) 
[ТЫТ с ш 


100 
H= 0 1 0 
0 01 


或 H=udl, Ш=щ 
因而 H-uu,=ujƏju, 
2. 对 称 张 量 
如 果 张 量 五 中 任 一 张 量 元 素 的 值 不 因此 元 素 的 下 指标 相互 置 
换 而 改变 , 即 Пу П, 则 称 此 张 量 为 对 称 张 量 。 
3. 反对 称 张 量 
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如 果 张 量 五 中 的 任 一 张 量 元 素 由 于 该 元 素 的 下 指标 相互 置换 
而 改变 符号 , 即 Пу П, ЗК ЯК КК ВЕ 

根据 以 上 定义 , 对 满足 切 应 力 互 等 的 流体 , 其 应 力 张 量 为 对 称 
张 量 , 其 余 如 变形 率 张 量 、 转 动 惯 量 张 量 都 是 对 称 张 量 ; 至 于 瞬时 
角速度 张 量 则 是 反对 称 张 量 。 

无 论 是 对 称 张 量 还 是 反对 称 张 量 , 它们 的 共同 特点 是 , 经 过 变 
换 后 , 其 对 称 性 或 反对 称 性 不 变 。 现 证 明 如 下 : 


由 Tm = ал 
Trn = cam Ty 
对 于 对 称 张 量 Пу= I 
则 Пы 00 Пу aa, Ta = Пы 
对 于 反对 称 张 量 IL = — Ha. 
则 Пі, = Onam == — ошону n= — II, 


值得 指出 的 是 , 二 阶 反 对 称 张 量 实际 上 和 伪 矢 量 相当 , 现 证 明 
如 下 : 
设 卫 为 某 二 阶 反 称 张 量 , 则 其 元 素 必 有 


Пу= П, 
或 š 
Ha Hs Ma 0 ё 一 名 
Ë П. п 0 J 
Ha П П, Ë 一 在 0 
式 中 


T= ~Ia; 了 si 一 —П»=ф, 
TL = — Is =, 
由 张 量 的 变换 关系 式 并 应 用 以 上 结果 , 我 们 有 
Mim = омањи (азата — зоа) E, 
十 (ovaama — Anm) а (азба — буол) Ea 
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我 们 已 知 ， 反 对 称 张 量 经 变换 后 仍 为 反对 称 张 量 ， 即 HL, 
n=m 时 均 为 零 。 因 此 , ЧЕ пет 的 各 新 元 素 不 必 展 开 , 而 可 
<> ns m If 

Mineg 
此 处 neml, 于 是 , 由 上 式 可 得 
Éi = (аззааз — оззова) 1 (Cea8081 — a108) Éa 十 (asiass 一 aasosi)Es 
= (салала — овала) 1 (павал, — алзов1) a+ (авлаа — ©з) Es 
ёз = (одайаз 一 ada0ss)E1 (алва — 011098) Ea + (алова — ©з) Ёз 
但 由 式 (1-46)', 立即 可 得 
= Mut i+ Mika + Miaka 
E= M.S М Мыз 
&= Mort Maa + Mssés 
以 及 
1= (det Q) (e: £, -ass 二 oasga) 
&;— (det Q) (азл: азаа --азаёз) 
总 = (det Q) (Gaif, + mastat+ casts) 
或 简写 成 ёт = (dt Q) ang 
上 式 实际 上 就 是 伪 矢 量 的 变换 关系 式 。 由 此 可 见 ， 二 阶 反 对 称 张 
量 即 为 伪 矢 量 。 

4. 张 量 的 转 置 和 转 置 张 量 

将 表示 张 量 卫 的 矩阵 中 之 行 和 列 相互 转 置 ,组 成 一 新 张 量 I77， 
即 称 张 量 的 转 置 , 而 转 置 后 的 张 量 则 称 转 置 张 量 。 


五 和 H" 元素 之 间 的 关系 应 是 
H = I 
对 于 对 称 张 量 , 应 为 > 
п-п? 
而 对 于 反对 称 张 量 , 则 是 
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I=- 

(=) 张 量 的 代数 运算 

张 量 代数 的 基本 运算 是 加 减法 和 乘法 。 除 这 些 运算 以 外 , 把 
指标 缩减 看 成 是 张 量 的 特殊 运算 , B ib fis k, 其 运算 结果 仍 
应 是 张 量 。 

为 了 方便 , 所 讨论 的 只 限于 二 阶 以 下 的 张 量 。 

1. 张 量 的 加 、 减 运算 

设 Au. Bu БЕЗЕ 4、B 的 元 素 , 则 它们 的 
和 构成 另 一 个 新 的 二 阶 仿 射 正 交 张 量 ,其 元 素 为 

Oum Ayt By 
由 于 4、 B Ж= ft e; EXKI MURER, 
Aim аат, В. = omomBy 
而 新 元 素 之 和 应 是 
Алы Вы = Iim — Anam (Ày tBu) 

由 此 可 见 O;-, = asa Qu 
即 O ТЕЗЕ, 

张 量 的 减法 和 加 法 雷同 , ДОВ, 

2. 张 量 的 分 解 

任 一 张 量 鳌 均 可 分 解 为 对 称 部 分 (对称 张 量 ) 和 反对 称 部 分 
(反对 称 张 量 ) 之 和 , 事实 上 , 由 


Ha let) + Ey-y) 


根据 对 称 张 量 和 反对 称 张 量 的 定义 ,元素 10+) 构成 一 对 
ЖЖ У, яж (П, Ho 则 构成 一 反对 称 张 量 4。 下 面 证 明 
>. А 均 可 通过 张 量 五 和 转 置 张 量 ПТ 求 得 。 

由 以 上 讨论 可 知 ， 


6. 


H-—X+A (a) 


但 由 于 2-7, 4-4" 
所 以 
Ir=y"'+Ar=y- A %) 
IKER (а), (Б), ВРЛА. 
х-1(1+П°), A-4- (2-28) 


以 位 移 张 量 刀 为 例 。 ERKE D 的 元 素 为 Ds, HEBEI 
Jt D” 的 元 素 为 Dn, 因而 , 位 移 张 量 DD 的 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 ， 


其 元 来 分 别 为 
人 дь, + ду 5) 


D; =S +W, D=S+W 

以 后 将 会 看 到 ,DD 的 反对 称 部 分 Ws= 一 Qu= 人 no 

3. 张 量 的 乘法 

张 量 的 乘法 可 分 外 积 、 缩 减 ,内 积 三 种 , 下 面 一 一 加 以 介绍 。 

а) 外 积 

两 个 任意 阶 次 的 张 量 之 外 积 构成 一 新 张 量 ， 此 张 量 的 元 素 为 
两 张 量 诸 元 素 的 互 乘 。 下 面 举 例 说 明 。 

两 矢量 (一 阶 张 量 ) 4、 召 的 外 积 可 写成 

AB= А,Вцши, 

ERR å, 了 求 和 展开 , 则 可 得 九 项 , 如 令 Tu = А,В, 则 全 构成 一 新 


Т. Т. Тз). 
АВ = [и u, u,]| Ta Tos Tos || tta 
Т. 了 sa Tss 
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矢量 2 和 二 阶 张 量 F 的 外 积 则 可 表示 成 
VF =v, F atd 

令 Gin 一 om 

则 б 必 将 构成 一 个 三 阶 张 量 , 依 此 类 推 可 得 出 结论 如 下 : 两 
个 张 量 的 外 积 所 得 之 新 张 量 的 阶 次 是 此 两 张 量 阶 次 之 和 。 

应 用 外 积 的 概念 , 可 将 位 移 张 量 DD 改写 成 

D-w 3 uu vo 

即 必 乃 是 VV 和 的 外 积 。 

(2) 缩减 

一 个 张 量 (RETKE) 的 缩减 运算 ， 是 将 原来 的 一 个 (或 数 
个 ) 指 定 指标 改 为 求 和 指标 , 然后 求 和 而 得 新 张 量 , 这 种 运算 称 缩 
MEH. 

例如 ,Tw 缩减 后 得 Twn, 对 i 求 和 ,得 

Tu 一 人 2 十 也 2 十 了 aa 

从 张 量 了 的 矩阵 可 知 , Tu 正好 是 矩阵 对 角 线 诸 元 素 之 和 , 通 

常 可 用 trT(tr 是 迹 的 缩写 ) 表 示 , 于 是 
trT=T, 
不 难 从 两 个 矢量 4、 召 的 外 积 看 出 
tr(AB)= A. B= А,В, +А,В,+А,Вь 

这 一 结 果 说 明 ， 两 个 矢量 的 数 性 积 可 看 成 两 矢量 外 积 的 缩 
Wo 

作为 工程 上 的 实际 例 , 我 们 还 可 看 到 , D 入 的 迹 可 表示 成 

trD=D,=divp; trS=Su=divvo 

于 是 trD=trS 

张 量 的 缩减 运算 将 使 张 量 降 阶 ， 从 以 上 例子 可 见 ， 每 缩减 一 
次 , 张 量 降 两 阶 。 
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为 了 更 好 地 理解 张 量 的 缩减 运算 , 下 面 再 看 几 种 情况 ， 

Еа, 的 缩减 

由 于 Еа, 有 三 个 下 指标 , 因而 其 可 能 的 缩减 有 

Eyn, Еца, Ки 

对 于 以 上 三 种 可 能 的 缩减 ， 可 用 二 防 张 量 与 矢 最 的 数 性 积 来 
说 明 
+ E=ut:Ey, G= 
SMEA а RER, MARAEA Ж {И Ж Е e tE 
积 , 因而 

Е.а= Еши, ctm Юй, (чут) = Et iŠn 

或 EB.a= Eat, 

* b= Еа, W b, TRA — Brie ti НЕ С К) {ЕЖЕ 
积 (矢量 a ЭЛП EER E pl) 00 5 о Шш ИЖ ERAR, 则 


ы] [En Ba Bslf a 
ba {| Е. Еһ B (2-29) 
bs Ea Ea Ёвз)| as 
与 上 面 讨论 相 类 似 
q.E=a ËB, u = С 
或 
O,= Ea, 
11 En Es 
10, O, O] ~ [os а, а] Ë En > ao 
Ea Es En, 


至 于 Ea, 可 看 成 (tr 如 )a 的 分 量 , 因为 
GrE)a=.ua(utu,E;)a= Е,їт(ии,)а = B, (u i)a 
= Е.да = Ea дь 
于 是 
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d,—= Biar (2-31) 
对 于 两 个 二 阶 张 量 外 积 恕 yw 的 缩减 运算 , 有 下 列 六 种 可 能 ， 
Bp ByFPin=Gm EuFa = Py 
EP = Ha ByFym— Әт 
ЕР= Kwm RuFa = Ra 
(3) 内 积 
所 谓 内 积 , 实际 上 是 将 外 积 作 一 次 或 多 次 缩减 运算 的 结果 , 下 


面 列表 以 示 两 者 关系 ; 


外 积 内 积 
指标 表示 法 符号 表示 法 
1. ab; аб a-b 
2. аЕљ a E= fx ` a.E=f 
a Es == k; Е.а-Е 
3. Е.Е, ЕР= б E-E=G 
4. ЕЕ BiBin— Bim Е.Е= (Е)? 
如 作 二 次 缩减 , 则 
Б. EsPim Е.Р E:F 
6. EE, Ea EyEmEma (E): 
0. E ЯП (Е)* 表示 两 个 和 三 个 矩阵 相 乘 ， 召 :了 表 
ЖЕР (ЕРЕ, 
HANELER, читка БКИ a xb 作 如 下 解 
Ж: 
H ахЬ= глађу 
于 是 О,= ваф 


上 式 中 的 顺序 记号 sw 是 三 阶 张 量 的 元 素 ，j、% 为 求 和 指标 ， 
而 enade 可 视 为 一 个 三 阶 张 量 和 两 个 一 阶 张 量 的 内 积 ， 即 两 个 矢 
量 的 矢 性 积 也 可 用 张 量 的 内 积 来 理解 。 
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第 三 节 张 量 代数 运算 在 
力学 中 应 用 的 实例 


以 上 讨论 的 张 量 代数 运算 在 力学 中 有 很 大 的 实用 价值 ， 利 用 
这 些 运算 可 以 简化 书写 , 其 形式 极为 简捷 。 下 面 举 数 例 说 明之 。 

(一 ) 流体 中 一 点 的 应 力 p. 

如 果 在 流体 中 任 取 一 点 ,过 这 一 点 取 法 线 为 匈 的 微 元 面积 , 则 
作用 在 这 一 点 的 应 力 p。, 其 表达 式 已 在 前 面 讨论 过 , 为 


Dp.— ори 
上 式 可 用 刀 从 左面 和 应 力 张 量 卫 的 数 性 积 表示 , Вр 
p.=n-P - 
事实 上 , 由 于 
P=uttpi= up 
所 以 n- P= (п-ш)р:= ори 
р.=п:Р= ор (2-82) 
作为 特殊 情况 , 对 于 理想 流体 , 由 于 
-{ —pG=j) 
003) 
则 P= —ptt. 
XH P=up, 于 是 
Р=щи(—р) 
但 已 知 gws= 了 ,因而 
P=—pI 


代入 式 (2-32), 得 
P= P=, p= — (оыш)р 
ИЕА N= onti, 所 以 理想 流体 一 点 的 应 力 p. 可 表示 成 
“#1 < 


р-п 2-88) 
由 于 nt 是 任意 取 的 ， 则 式 (2-38) 表 明 ,理想 流体 一 点 的 应 力 
大 小 与 作用 面 方向 无 关 。 
(二 ) 任 一 矢量 a 与 单位 张 量 工 的 内 积 
根据 矢量 和 二 阶 张 量 的 内 积 定义 ， 矢 量 a 可 从 左面 也 可 从 右 
面 与 工作 数 性 积 。 令 
I=wut, а-а, 
则 G- I = а, (и) = а, (и, шщ), = адыш = аш, 
因而 
同 理 可 证 как 
Г.а=а 
上 式 表明 , 矢量 а 无 论 从 左面 或 右边 和 工作 数 性 积 ， 其 结果 
仍 是 矢量 a 本 身 , 这 也 正 是 称 工 为 单位 张 量 的 理由 。 
如 果 有 两 个 矢量 @、 五 同时 从 左面 和 右面 与 工作 数 性 积 , 则 有 
а-1Т-Б=а-Б=абиЬ=аЬ 
作为 特例 , 当 a= u, b=u R}, W 
DI (2-35) ; 
(三 ) 张 量 元 素 的 定义 式 
如 果 将 式 (2-85) 推广 到 一 般 的 二 阶 张 量 , WJ 
一 一 


(2-34) 


于 是 
Ty=g I (2-86) 

式 (2-36) 可 看 成 张 量 TT ZTK H 的 定义 式 。 

还 可 看 出 , 6w 是 单位 张 量 工 的 元 素 。 

(W) 应 力 р, 的 作 功率 

一 点 的 应 力 表达 式 已 在 上 面 求 得 ， 现 设 该 点 的 流体 具有 运动 
速度 以 则 p, 对 流体 的 作 功 率 可 写成 
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р=р„==п.Р-.® (2-37) 
(五 ) 应 力 张 量 了 和 位 移 张 景 DD 的 二 次 内 积 
应 力 张 量 卫 代表 了 作用 于 一 点 的 九 个 应 力 , 在 这 九 个 应 力作 
用 下 产生 位 移 ( 变 形 )， 它 以 位 移 张 量 卫 为 表征 。 应 力 对 变形 所 做 
的 功率 应 是 应 力 乘 以 相应 的 变形 率 , 即 psDys。 根 据 两 张 量 二 次 内 
积 的 定义 


zuDu= P: D 
已 知 Dy=Sy+Wy 
于 是 : 
PsDy= (8+0 y) 
或 (2-38) 


PyDy=pySyt+ py 


式 中 Pumpa R Sumy ди 十 8u ) 均 为 对 称 张 量 PS 的 元 素 ; 
2、\ay tay 


LC әш) АРЕ КЖ. 
将 上 式 中 第 二 式 求 和 展开 , WA 
PW арай а рай арай а 
= ри з: рз за різ зз рь И 21+ paaW за 
十 Das зз ра s1 + pasW зараз за 
已 知 У. = И 0, Ро Ра, з= о, 
Wis= — И аа, pia = Роз, Роз Раз, Poimp, 于 是 
psWy=0 或 P:W=0 (2-89) 
以 上 结果 具有 普遍 性 , 可 归纳 如 下 : 一 个 二 阶 对 称 张 量 和 一 个 
同 阶 的 反对 称 张 量 之 二 次 内 积 为 零 。 
不 难 理解 , 一 个 张 量 的 对 称 部 分 了 和 反对 称 部 分 A 的 二 次 内 
积 为 零 , 即 
X:4=0 (2-40) 
(六 ) 位 移 矢 量 r, MRN AREKE Q 的 内 积 由 
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re=vtu, Q= uQ, 
О= o x tt, 
W Te Q= yty t= убы = у(х ш) = ох (иш) 
于 是 


或 


r>-.Q= o xr 
й j (2-41) 


©=ть.02 
上 式 表 明 , 由 转动 角速度 感应 出 的 速度 场 ， 可 由 位 置 矢量 re 
和 9 的 内 积 表示 。 . 
对 于 一 般 的 反对 称 张 量 , 仍 可 得 出 以 上 结论 如 下 : 
设 某 反对 称 张 量 五 为 
П=иП, 
其 中 I= Irsta H stts 
Hs= at, + Its 
П»= Пи. + Паи 
令 式 中 Ta= – П =з, Ha= – Поз, IHa= – Па 6 Йй 
П,=ёхи,, H= xu, Ha=é хив 
式 中 E= EU + és = S tt, 
于 是 H=u(£xuj) 
r= I = ушу [u.(£xu)]=£xrə 
(E) 变形 速度 的 分 解 
流体 力学 中 , 变形 速度 的 分 解 是 一 个 重要 的 概念 , 它 可 用 张 量 
分 析 这 一 工具 介绍 如 下 : 
设 流 场 中 , 任 一 点 的 速度 为 (rp) 而 邻近 一 点 的 速度 为 w(rp 
十 Srp), 则 , 当 Srp->0 时 ,有 


о(ть+ӧть) =®©(Т») 十 SPpP (Ую) +- 
一 D(rp) 十 Sre Ë[ Vo + (Vo)? |2170 (ув) 
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EA Yo=D， 其 元 素 D = 


> , 
为 
‚_ ðv, 
в-ф, 7 
令 Q= [(Vv) — (Vo) = 0, 
PEK PE a y MEE, O E 
E= Qos w Әр! Éa= Оз a i 
&=@в=-——- ба. э = 
同时 Q, = 一 Do Q, = = 932, Qa = — fs 
Q, = f= Qa = 0 
于 是 =f =rotv 
О,= £ xt,=rot tx tt, 
а-и. (тоох) 
ть О = тр. [(Ve)— (VO)T] =r p. [е (rot v) x u] 
令 ӧғь= бушу, 则 得 
ть. [(Vv) — (Ve)*] = дуи. Ги (rot v) x t] 
=rottxər> 
因而 
тоат) 00е) tre LEVO) + (v0) 
+ 1070) (Vo) |+ 
вт 10070) + (V0) -8 
于 是 , 最 后 可 得 
t(re+ër,)=tb(r>) +ër=-8++ rot bx drp 


于 是 Yo 一 (Yo)7 的 元 素 Qy 
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ЖТ ” 仿 射 正 交 张 量 场 的 微分 


在 力学 、 特 别 是 流体 力学 中 ， 广 泛 应 用 标量 场 和 矢量 场 的 概 
念 。 所 谓 标量 场 , 就 是 标量 的 空间 分 布 ; 而 矢量 场 则 是 矢量 的 空间 
分 布 ,一 般 情 况 下 ,标量 和 矢量 都 是 空间 点 位 置 矢量 和 时 间 ç А 
数 , 即 

$mplre, t); A= A(ry, t) 
将 场 的 概念 推广 到 任意 阶 的 张 量 H, W) 五 也 应 当 是 9 的 函数 , 即 
П=П(т»,%) 

要 描写 张 量 场 的 分 布 强度 , 在 第 一 章 中 已 经 提 及 , 必须 求 该 张 
量 每 一 元 素 ( 是 一 个 标量 ) 的 梯度 , 即 必须 讨论 张 量 的 微分 问题 。 

下 面 就 二 阶 仿 射 正 交 张 量 的 分 布 强度 问题 作 些 讨论 ， 但 必须 
着 重 指出 , 所 有 结论 只 对 二 阶 仿 射 正 交 张 量 有 效 。 


(一 ) 标量 场 的 微分 

设 Alre) 为 某 定义 域内 的 标量 函数 , 则 
2 
ёл 


ЖО ФИ ИЛЕШЕ, BA, 由 26 иа — 


标量 少 的 梯度 v 由 。 已 在 第 一 章 的 例题 中 证 明 ,只 要 (r>) 是 绝 
对 标量 , 则 V$ 就 是 绝对 矢量 。 
如 令 dre HARRE Т» 的 微分 , 则 dr = dy 


x аъ sE 
(=) 矢量 场 的 微分 
ФА Al) 的 三 个 分 量 , 则 24. 54 表示 标量 AW y 
方向 的 变化 率 。 只 要 矢量 А 是 绝对 矢量 ， A ал,/ду 构成 的 九 
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94-05 an= (9ть-У)ф 


个 数组 为 二 阶 张 量 ,事实 上 , 令 


(2-42) 


"= A 
Ty ду, 
А ‚ A 
经 变换 后 为 Tin rra 
根据 假定 , А 为 绝对 矢量 , 因而 有 
4 一 ant4 
24: а 24: ди. 
те Әй T Әр Әу. 
由 式 (1-42), 得 
oo 
‚ A p Әд, 
Ы Tee ya ду 
于 是 有 Tim = алат 
上 式 表明 Tw 满足 定义 二 阶 仿 射 正 交 张 量 的 解析 定义 式 , 因 
而 
BA, аА: BAL 
an д» Qy 
p=| 24a 24, A, 
ôy д» Әр 
bAs As As 
дл Әһ ду 
是 二 阶 仿 射 正 交 张 量 。 
和 标量 相仿 , 定义 
УА 
为 矢量 A ЮВЕ, 由 


д 
vat A= Аш 
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M VA-u (Ан) -uw 
按照 标量 由 之 微分 书写 形式 , 矢量 А 的 微分 应 是 


dA=drp УА = будь ии, ge 


或 qA=4 (u uyup Аз дудаш 3 
Ф Ra n 
则 得 dA-u (3an) @-зу' 


(=) 二 阶 张 量 场 的 微分 
由 以 上 讨论 得 出 , 二 阶 张 量 元 素 Tu 对 坐标 у, 的 偏 导数 
әт, 
ду 
应 当 是 三 阶 仿 射 正 交 张 量 的 元 素 , 事实 上 , эң Tw 经 变换 后 ,其 新 元 
жї 


Tim =a, flu 


因而 = выш) aE 
ST, _ ӘТ, ду, _ 

ны жшт 

所 以 Тм, = быр Ty, 

式 中 To 


以 上 讨论 了 零 到 二 阶 张 量 的 微分 ， 对 于 更 高 阶 的 张 量 可 依 此 
类 推 。 这 些 讨 论 给 出 一 个 重要 启示 : 对 于 nw 阶 仿 射 正 交 张 量 , 其 各 
分 量 对 坐标 的 偏 导数 , 必 组 成 %+1 阶 张 量 。 但 是 , 必须 再 一 次 提 
醒 , 这 一 结论 只 对 仿 射 正 交 张 量 才 成 立 。 对 于 普遍 张 量 的 情况 ,将 
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在 以 后 讨论 。 

(四 ) 二 阶 仿 射 正 交 张 量 的 散 度 

如 果 说 张 量 各 元 素 对 坐标 求 导 后 ， 各 偏 导数 构成 的 新 张 量 增 
阶 的 话 , 那么 ， 张 量 的 散 度 必然 降 阶 ， 现 以 二 阶 张 量 为 例 加 以 说 
明 。 

BREET A, KRET TR V, 于 是 


ё 
У.П 9—2. (и uyll, 
f a я) 


Заа ы. ӨП 
或 УП = (пеи) ш 54 ДРИ 
ӘЛ _ eH, 
由 于 ёту By 
因此 可 得 
Vw Pe (2-48) 


作为 一 个 广泛 应 用 的 实例 , 令 H — P, 则 应 力 张 量 卫 的 散 度 
可 表示 成 


V.P=Div Р-и. Фра 
其 分 量 应 是 


.P)i= Әри ү ӨР ү Әри 
Раа T Ən 


(V-P)a= 2e +@=-+ Qn (2-437 


由 此 可 见 ， 应 力 张 量 一 一 二 阶 张 量 的 散 度 降 阶 成 为 一 阶 张 量 
—хй, 
作为 特例 , 如 令 


Р=—р1 
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于 是 
Phan Ë (у. Py = — p. = BB. 
(V. P): аро (У Р), дуз’ (у.Р), ET 
则 
V.P= —grad p (2-44) 
至 于 应 变 率 张 量 S 的 散 度 V5 可 计算 如 下 : 


ал» = Buty Ta ш.да 


由 po- 到 全 + 加) 
于 是 


ves- [a a у Л 


-59 о 
-ЖЇ [52+ 5-6 Zi )щ] 


=L(-V)e+V(V-6)) 


ФЕТ 张 量 场 的 积分 


在 力学 的 研究 中 ,经 常 采用 积分 形式 来 表示 基本 方程 , 而 其 积 
分 形式 是 以 梯度 定理 、 散 度 定理 以 及 旋 度 定理 为 基础 的 。 为 了 便 
于 以 后 讨论 , 现 引 入 这 三 个 定理 (不 作证 明 )。 

(一 ) 梯度 定理 (格林 公式 ) 


фав {лаар 
或 (2-45) 
+ fnas= | grad fay 
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式 中 /一 标量 函数 f=f(yi, у, Ya); 
5 一 一 封闭 曲面 ; 
7 一 -5 包围 的 体积 ; 
n— 8 的 外 法 线 方向 的 单位 矢量 


Df 
J ду, 


(二 ) 发 散 定 理 ( 高 斯 公式 ) 


$ оти dS = |ы ay 
nA (2-46) 
f, v-nds= [, dive 4 V 
(=) 旋 度 定理 
$, enV pi dS = J =a, ay б 
$, (пх®)а8 = f Cot ©) 
对 于 二 阶 张 量 , 则 有 
$, Piu a8=f Роу ды 
+ (n. Pyas=[ (V.Pydy 


第 六 节 各 向 同性 张 量 


各 向 辣 福 是 弹性 力学 和 流体 力学 的 重要 概念 之 一 。 所 谓 各 向 
同性 , 就 是 如 果 介 质 的 力学 性 质 与 所 地 方向 无 关 , 则 称 此 介质 为 各 
向 同性 的 介质 。 而 状 示 这 类 力学 性 质 的 张 量 称 为 各 向 同性 张 量 。 

在 第 卡尔 坐标 系 下 , 各 向 同性 张 量 的 数学 表述 是 ， 经 坐标 的 
任意 变换 后 , 张 量 的 各 对 应 元 素 福 等 。 

关于 坐标 变换 , 已 在 第 一 章 中 作 过 讨论 , 下 面 只 介绍 本 节 用 到 

=ils 


的 一 些 变换 。 
(一 ) 绕 Oys 轴 转 过 90° 的 变换 


ау Y n ys 


s 0 1 0 
м |-1 0 0 
s; 0 0 1 


图 2-4 
(=) 90у. 轴 转 过 180° 的 变换 
AED 
У Уз Уз 
иси и 
一 上 0 0 
0 -1 0 
° оз n о [Л 
ЕЙ 
图 2-5 


(=) #0М $h (ОМ 轴 和 Oys, Oya, Oys 轴 各 交 成 相同 角度 ) 
转 过 120° 的 变换 中 


O $ ом, 分 别 为 OM 与 各 坐标 轴 夹 角 的 方向 余弦 , 则 


а+амФ+а,д=1 
已 知 aumau ou 
于 是 有 842—1 
1 
“IF 
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а M юз 9 


图 26 

综合 以 上 三 种 特殊 的 旋转 变换 ， 可 明显 看 出 ， 其 系数 行列 式 
[еј = +I。 这 是 旋转 变换 的 共同 特性 。 

(四 )、 对 Oys 的 反射 变换 


GB | n n n 


图 2-7 
二 述 变换 已 在 第 一 章 中 介绍 过 , 这 种 变换 特征 是 : 右手 坐标 系 
经 变 资 后 成 为 左手 坐标 系 , 而 其 系数 行列 式 
losl——1 


为 表征 
下 面 根据 这 四 种 变换 ,讨论 从 零 阶 到 四 阶 各 向 同性 张 量 。 
1. ФИКЕ 
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前 面 讨论 过 绝对 标量 ( 零 阶 张 是 ) 满 足 变换 关系 式 
$G, у, 05) = ó (s, у», Ys) (2-49) 
5Җ (2-42) E Щ Ж#Н], 绝对 标量 是 各 向 同性 张 量 。 
2. 一 阶 张 量 
对 于 一 阶 张 量 , 可 根据 新 、 老 坐标 系 下 分 二 的 关系 式 
Ai=ayAdy 
以 及 各 向 同性 张 量 的 定义 式 
A =A 
来 讨论 。 
先 取 第 四 种 变换 ( 即 反射 变换 ), 如 图 2-7 所 示 , оптова 1, 
ass= —1, 00003), 于 是 有 
Аад Аз, A35 ayA= As 
Аз=азјАз= — Аз 
很 显然 ， 采 用 这 种 变换 ， 第 三 个 分 量 和 各 向 同性 的 要 求 相 矛 
盾 , 要 各 向 同性 , 除非 
Аз= 43=0 
完全 类 似 , 如 对 Оу, Oya 作 反 射 变换 ， 则 要 求 满足 各 向 同性 ， 
必 有 
A= A1=0, A= Аї=0 
对 于 各 向 同性 张 量 , 其 定义 式 对 任意 变换 均 应 满足 , 因而 一 阶 
张 量 如 果 各 向 同性 , 必须 满足 
A;= As= Аз=0 
即 矢量 和 4 为 零 矢量 。 由 此 可 见 , 对 于 一 阶 张 量 实际 上 不 存在 
各 向 同性 。 
3. 二 阶 张 量 
对 于 二 阶 张 量 , 其 变换 关系 式 是 
Шы = осын (2-50) 
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先 采用 第 三 种 变换 , WE 
П = anol у= Maa 
П = ooo Ty = ЇЇ з 
П = аюу Ha 
同 理 TI = азозПу= Ha, 
П, = озод Па 
Па = алову Поз 
以 及 Tis= Ha, Hyy= lla, П = Паз 
但 由 于 各 向 同性 张 量 的 定义 , 应 用 
П = П, +, Mi= Пу, ++, П = По, +++ 
于 是 ,要 求 张 量 各 元 素 满足 
Tu= 1,= Па, 
П»=П»= Пау, 
H, = Hs= Па, 
再 取 第 四 种 变换 , 则 有 


THis= oaa llu = — Пу 


, 


П = оюу ~Ma 
这 一 结果 和 各 向 同性 要 求 相 矛盾 , TEVE 
Hs= П, = lI =0 
М lla = Пе 0 
由 以 上 讨论 可 见 , РИШ Пр ЕТЕТ, 则 必 有 
Пз-=11 „= Поз, Hi = s= По П la = Пу 0 
如 令 H a= l; Ha =, 则 
AG=j) 
mafoa 
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лоо 100 
wal ` o|- 0 1 0|=XT (2-50) 
0 0 和 001 


册 式 (3-50) 可 见 , 对 于 各 向 同性 之 二 阶 张 量 应 是 
T =I 
不 言 而 喻 , = [So] 是 二 阶 各 向 同性 张 量 。 
理想 流体 的 应 力 张 量 , 其 元 素 的 大 小 与 方向 无 关 , 因而 是 各 向 
同性 张 量 , 正 因为 如 此 , 理 起 流体 应 力 张 量 Р пу зел, 


таге 一 2[5o] | (2-51) 
= — рди 
式 中 ру= t Poty р) [s ГУШ] = — рду 
4. 三 阶 张 量 


对 于 三 阶 张 量 , HERRA ` 
ИТ = parli- 
HT4_j. kR i 2,8 所 以 对 于 Ma 可 能 有 下 列 三 种 情 


(0) i=j=k, Й Пи 

(2) i=j k, ИШ H rs 

(3) 主持, 例如 Mis 

先 取 第 四 种 变换 , 得 

Ta = азозюзь Ti 
Ф =j=k=8, W 
T1333= — Позз 
同 理 , 如 对 Oya, Oya 取 反 射 变换 , 则 得 
ПШ = —П»м, Tin= ~H 
完全 类 似 , 可 证 明 
Mi= ~ Поз, Hl = — Iso, + 
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根据 各 向 同性 张 量 的 要 求 , 第 工 2 两 种 情况 的 诸 元 素 均 应 为 
零 。 这 样 , 最 后 剩 下 ЈЕ 的 第 三 种 情况 。 
WET бе ја 的 情况 , 先 取 第 二 种 变换 , 则 
Til, = aopo = Is 
Tita = Iya, Пу Ian 
再 次 取 第 三 种 变换 , 得 
His =], Mi= Пало, Hii = His 
Tiss~= Mas, П = Пао, Поз Mear 
由 以 上 两 种 变换 可 得 
TI = Пла= П 
Ts1s= H, = П зз 
最 后 , 应 用 第 一 种 变换 , 可 得 
Mis= —ILas, His1= — Паза, Hii= — Hea 
由 以 上 讨论 可 知 
O 4 i=j=k н, алж, 
(2) 当 弛 9 一 大 时 ,各 张 量 元 素 也 为 零 ; 
以 上 两 种 情况 对 应 于 i 外 五 不 成 排列 。 
(3) 34 4=j#%k B, 有 
TL = Паз Па — Позз = Пац -Hn B 
式 中 B 一 一 某 一 标量 。 
归纳 以 上 结果 , 如 应 用 顺序 号 au, 可 将 各 向 同性 三 阶 张 量 写 
成 
I u= Bein (2-52) 
由 式 (2-52) 可 见 , sw 是 各 向 同性 张 量 。 必 须 再 一 次 指出 ， 当 作 反 
射 变换 时 , ew 各 元 素 均 改变 符号 。 
5. ДИК П, 
四 阶 各 向 同性 张 量 对 建立 应 力 与 应 变 关系 具有 特别 重要 的 意 
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义 。 下 面 仍 按照 变换 关系 式 
Topore 一 optcaorxoamJTinm 
求 得 四 阶 各 向 同性 张 量 的 表达 式 。 
四 阶 张 量 元 素 了 ww 虽然 有 四 个 下 指标 , 但 由 于 它们 均 取 1 
2.8, 因而 四 个 下 标 至 少 有 两 个 相同 , 现 对 81 个 元 素 作 如 下 分 类 ， 
O 所 有 下 指标 均 相 同 , 例如 Па; 
(2) 各 下 指标 有 三 个 相同 , 例如 Пл»; 
(8) 四 个 下 指标 两 两 相同 , 可 分 下 列 三 种 类 型 
@) Ф=ў#Ё=т,ИШ Лаз 
(2) i=ktj=m, Hin Пл; 
(8) =т=}, ИШ Mio 
(4) 四 个 下 指标 有 两 个 相同 , 另 两 个 不 同 , 例如 Mna, ER 
第 二 种 变换 , 可 得 


Па биол лги Пат == — Hana 


$ 


Mirs = 0а адил диң = — П isa 
但 作为 各 向 同性 张 量 , 应 有 
Tins= Пу, Tits = Mss 

于 是 有 Tins= T=0 
依 此 类 推 , 可 证 明 第 二 类 和 第 四 类 张 量 元 素 均 为 零 。 

再 取 第 二 种 变换 , 并 根据 各 向 同性 张 量 的 定义 式 , 可 得 

Ta Hoa Masos 

及 Пуза Han, Tssu = Has, П узъ = Masaga 

最 后 , 取 第 三 种 变换 , 则 有 

Їз == auotaan Парт == П оова 
由 以 上 变换 所 得 结果 , 可 归纳 为 
Tisa = Hon = Massa = Haaa = Haaa = Mest 

或 对 于 四 阶 各 向 同性 张 量 , 当 ¿=]j#k=m 时 , 各 元 素 均 相 等 。 
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按照 以 上 讨论 , 还 可 推广 到 第 三 类 中 的 (2)、(3) 两 种 情况 , 于 
是 可 将 最 后 结果 归纳 如 下 : 
(0) П,..= П sss 
(2) i=j 关 b=m 时 , 43636 8128, Ф А 
(3) ¿=k*j=m 时 ,各 元 素 相 等 , 令 为 上 
(4) = теј}, УСА, Ф 75 
(Б) 所 有 不 包括 (1) ~ ( 约 者 均 为 零 。 
对 于 属 (3) 、(4) 两 类 的 张 量 元 素 分 别 用 
Il xa = wŠ 8, (š = Ё® j=) 
Il aa = ур (ë = тј = №) } 
表示 。 这 样 只 须 对 (1) (0) 两 类 中 所 确定 的 诸 张 最 元 素 写 出 适当 
关系 式 , 就 可 求 得 四 阶 各 向 同性 张 量 JIwwm 的 最 后 关系 式 , 为 此 再 
取 一 特殊 变换 。 
如 图 2-8 所 示 , 当 以 Oys 为 转动 轴 , 转 过 45° 的 角度 , 则 有 


(a) 


а n БЫ % 
1 1 

к | УЯ +z ° 
lus 工 /了 

è 1-78 = 

» z 2 aI 0 

й 0 0 i 


图 28 


Min = autanl gm = enon -a000 
+ oa012019019 T2093 Haaga a9 


+041013019011 19091 + адаоалодзода П азза 
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= + Unst Пазь Iisa+ Maat Поа Позз] 


ЕН ИВЕ Mona, Man 实际 属于 第 (3)、( 人 类 
并 已 在 式 (o) 中 表示 出 , 因此 , 当 求 第 CD) 、(2) 两 类 张 量 元 素 表 达 式 
时 , 可 认为 第 (3) 、( 仿 关中 的 张 量 元 素 为 零 ,于 是 可 得 

Hinam Па а Пы Па Ian) 


ВЕЕ, Huns Mass, Mi= Man, RAER, 立即 可 得 
Tun= M 
这 样 ,可 将 第 C1)、(2) 两 类 张 量 元 素 归纳 为 一 个 关系 式 , 即 
Hon Md M 
i=j=k=m 
同样 , A 也 是 某 一 标量 。 
至 此 , 求 得 四 阶 各 向 同性 张 量 的 最 后 表达 式 
Пу», =u Bom ба Уд 8а (2-58) 
© ш=ш+т, үшү 
上 式 又 可 改写 为 
Пы, Ауда + (и А-у) даёт (ш — у) бы, бу 


Tigom Ад + pa (in Bsmt Bim ду) +Y (дь ду — бө д) (2-54) 
如 果 Паль 具有 对 称 性 质 , EP 
Пу = iya } 
Minm = По 
则 式 (2-54) 又 可 改写 成 
Tl a= Muya + ш (бох 8у» + ди бу) (2-55) 
IÀ (2-54), (2-55) 即 为 所 需要 的 四 阶 各 向 同性 张 量 元 素 的 表达 
式 。 
应 用 以 上 结果 来 讨论 应 力 与 应 变 的 关系 式 ， 即 建立 起 所 谓 的 
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本 构 方程 。 
. 元 般 的 牛顿 粘性 流体 , 其 应 力 由 两 部 分 组 成 : 一 是 理想 流体 的 
WEH -pòs 二 是 由 粘性 引起 的 应 力 rw 实际 应 力 为 


pa= —рду+тв 卫 一 一 DT 十 7 (2-56) 
对 于 牛顿 流体 , 应 力 vw 和 应 变 Sim 成 线性 关系 , 即 
ту= Bom Sm (2-57) 


式 中 加 wm 一 一 四 阶 各 向 同性 对 称 张 最 元 素 ; 
Sim 一 一 应 变 率 张 量 元 素 。 
Бит 所 以 是 对 称 的 张 量 元 素 , 是 由 于 ту 及 Sa 对 称 。 
根据 以 上 两 式 , 可 得 
Py= —P By+ Ерт Sim 
因 已 知 Bom — N By pm (Š БӘ 8) 
代入 上 式 , 得 И 
p= рд FA дид rm + ш (би 8н + Š,, 8) Sem 
由 于 38.8 = 88, бе dimem = Su 
Gim 88 = Su 
则 上 式 可 改写 成 
` py=—põytASySn tuSu 

P= рі +A (div v)I +28 } 
式 (2-58) 表 明 , 牛顿 粘性 流体 的 应 力 除 静 压力 以 外 , 还 有 与 相对 体 
积 变化 率 Sa= div o 以 及 与 变形 率 张 量 元 素 成 正比 例 的 应 力 ; 和 
称 第 二 粘性 系数 。 с 

对 式 (2-58) 作 指标 缩减 , 即 得 

Фа= — р 36 十 和 SuSw 十 2108Sw 

或 Pu= —8р+ (8 + 2) Su 

在 静止 时 , Sa=0, 故 


或 (2-58) 
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pa= —8p 
由 于 分 子 运动 与 宏观 流动 的 时 间 量 级 相差 太 大 ， 故 分 子 运动 
效果 不 受 宏观 流动 的 影响 , 因此 , 流动 时 纯 由 分 子 运动 引起 的 正 应 
力 情况 应 与 静止 情况 时 相同 , 故 流动 时 仍 有 
—3p= —8р+ (8A+2p) Su 
在 一 般 可 压缩 流动 情况 下 Su, 
3+2=0 


2 
х= s 


对 于 满足 pi 十 pa 十 pas 一 —Sp 的 流体 , 称 斯 托 克 斯 流体 。 
TE, m дд 


a 2 peu (2-59) 
Р —.1({2% ду 
已 知 Su=divv, Sy це +2) 


代入 式 (2-59), 又 可 得 
Py= рда 5ш)3 з pu div v 
或 (2-60) 
P= —pI + 2S— з 2 йй: 
P=-pI + 2uS-2ur rD 


式 (2-60) 就 是 通常 以 速度 梯度 表示 的 应 力 关系 式 。 


第 七 节 张 量 的 主轴 、 主 值 和 
张 量 的 数 性 不 变量 
已 知 在 笛 卡 尔 坐标 系 下 ,过 一 点 作法 线 方向 为 对 的 平面 , 在 
此 平面 上 的 应 力 p. 可 用 三 个 坐标 面 上 的 应 力 p, 表示 , 即 
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Pa = an Pi 
如 令 амт, 则 
р„=тыр‹ (а) 
对 于 这 一 平面 的 选取 未 作 任何 规定 。 在 一 般 情 况 下 , 此 应 力 可 能 
有 三 个 分 量 , 其 一 垂直 于 该 平面 (法 向 应 力 ), 而 其 他 两 个 则 和 平面 
平行 ( 切 应 力 )。 现在 设想 , 如 果 所 取 的 平面 , 其 应 力 只 有 法 向 应 
力 , 则 此 时 р. уп 8, 由 于 于 是 单位 矢量 , 所 以 
p.= on 0) 
式 中 o 为 该 平面 上 应 力 p. 的 绝对 值 。 
将 式 (5) 代 入 式 (q) 得 
оп=тр, 
上 式 左右 两 边 分 别 与 tw 作 数 性 积 , 则 
сп-и,=п(р-и) 
或 спу= тру 
EB у= ди, 代入 上 式 后 ,得 
от dy =m pu 
或 m(py—o ду) =0 
ERRA THR i ЕР FR, ТП 7 是 指定 指标 , 展开 之 ,得 
ma (pi — G) +n pia-Fns pia = 0 
тр P na (pas — ©) | 
Napa1t+ napast+ na pas — ©) = 0 
РТК ОДРЕЧЕ, 取决 于 m n m 是 否 有 非 零 解 。 显 然 ， 
由 于 起 (是 线性 齐 次 方程 组 , 如 果 此 方程 有 非 零 解 。 则 系数 行列 
式 必 须 为 零 , 即 


(e) 


Pu—o Pia Фіз 
Pa 22—97 Рз 
Раі Pas — pa — Ç 


=0 (2-61) 
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с 为 应 力 张 量 卫 的 主 值 (或 特征 值 ), n 为 卫 的 主 方向 (或 特 
征 方向 )。 
将 上 列 行列 式 展开 , 得 
o3—Ti0°+Is0—Is=0 (a) 
式 中 Ti=pu-Fpaa T ps=pa=tr Р 
Pu Фа Pu Pis 
Юа Paa Фэ Pss 


= 各 (pupy = Pupu) = + [Gr P)2— P: P] 


I= 


‚|> мр 
Dao Pes 


Ри Фіз Pr 
Pal Pa Pa 
Dsi Ps2 Pas 

除 此 以 外 , 由 式 (@) 可 知 , Җ (4) Ж 的 三 次 方程 , 所 以 有 三 个 
© #, 现 令 其 为 o1、0s、0s, 于 是 


五 一 oa 十 aa-Haa 


=detP 


Ts=0102-+ Us08+ soy 
Ta=010s0s 
下 面 再 介绍 张 量 主 值 o、 主 方向 的 一 些 特性 。 
(一 ) 主 值 c 与 坐标 变换 无 关 


对 于 新 坐标 系 
пр, = on 
由 于 Dia = asaj Du 
n; = ата, т = озул 
代入 之 ,得 Oris; Pira = 0 "Capp 
上 式 左 、 右 两 边 各 乘 以 so 则 得 
(Onas) (erosa) puma = с" (амалу) ту 
根据 坐标 系 为 正 交 的 条 件 , 应 有 
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CA буз, алан == да 
@но»у== б) 
代入 上 式 , 可 得 
биби pana = o "ën 
又 由 于 Òu (Sia Pu) = дуру pa, Šns=m 
于 是 得 napa = on 
如 果 对 老 坐 标 系 直 接 写 出 主 方向 上 的 应 力 关系 式 ,应 有 
Dana = om 
于 是 o*=o, 即 张 量 卫 的 主 值 与 坐标 变换 无 关 。 这 一 结论 是 
很 重要 的 ,因为 由 此 可 推出 Ia Ia Is 亦 不 随 坐 标 变换 而 改变 。 
I Is Is 为 张 量 了 的 第 一 .第 二 、 第 三 数 性 不 变量 。 
以 上 结论 是 从 应 力 张 量 D 的 讨论 中 得 出 的 , 但 这 些 结论 可 推 
广 到 一 般 张 量 。 
由 于 工程 中 遇 到 的 二 阶 张 量 有 许多 属于 对 称 张 量 ， 所 以 有 必 
要 就 对 称 的 二 阶 张 量 作 某 些 讨论 。 下 面 着 重 介绍 二 阶 对 称 张 量 的 
两 个 特性 。 
(二 ) 对 称 张 量 的 三 个 主 方向 互 成 正 交 
令 п.т. n. 及 M, M, № 分 别 为 对 称 二 阶 张 量 五 的 三 个 主 方 
向 及 三 个 主 值 , 则 


П.т.=^т, 
П.т. = ть 
II. = An; 
现 将 第 一 分 式 与 n, FAHER, BOR n 作 数 性 积 , 则 有 


na: T= (nis п) ) 
nie Tena = (ni: n.) 


如 果 二 阶 张 量 卫 是 对 称 的 , ШП = 了”, 得 
‚95+ 


т: П = П.п, = П.п: 
于 是 ne Ina =n Шт 
代入 上 式 , 即 得 
Ai (NiNa) = Aa (тт) 
或 Ол—М) (т.т) 一 0 
ERRAT, K T WER MA, 要 使 上 式 满足 , 必须 
nina=0, Ш т. т. Е ль 1 то, 于 是 有 
2.1 т Ln, 
即 三 个 主 方向 互 成 正 交 。 
(=) 如 果 开 A РОКА, НЕА Э, H 
Tim =m, (a) 
以 及 入 特征 方程 的 系 蒙 均 汐 实数 这 一 事实 , 如 果 A 为 虚数 , WJ 
必 有 
M=c+iß, =at, 2 
其 中 a B s 为 实数 ,而 入 、2s DRAE ЖЫ ЖЕ (а) ЛЯ ту, 
得 


ту = inm 
ШЖ] ЕЎЇЛ ЖЕ Л НИ] ДИ ЖЕШ, 由 于 H. 为 实数 , 所 以 
mI m = inny 
但 因 H= Hg 
所 以 Пат, = Пт РП ти = Лл, 
于 是 
0.—%)пл,—0 Ф) 
由 于 ni, 0 
要 满足 式 (3), 应 使 
-%=0 
由 此 可 见 ,入 必 为 实数 。 
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第 八 节 ИЕТ ЕА 
力学 基本 方程 


以 上 引进 了 张 量 的 概念 并 讨论 了 张 量 的 一 些 运算 ， 讨 论 的 有 日 
的 是 为 了 熟悉 张 量 , 但 最 终 目的 是 应 用 张 量 来 建立 力学 基本 方程 。 

每 一 个 力学 基本 方程 都 是 根据 普遍 定律 来 确定 的 。 在 第 一 章 
中 已 经 提 到 , 坐标 系 的 选取 将 影响 到 方程 的 繁 简 程 度 , 下 面 还 会 看 
到 , 表达 物理 量 的 方式 也 会 影响 方程 的 繁 简 。 

C) 以 张 量 表示 的 力学 基本 方程 之 微分 形式 

1. 连续 方程 

连续 方程 是 以 质量 守恒 定律 为 根据 建立 起 来 的 基本 方程 之 
一 , 它 可 写成 


Фр й (о) =0 
或 (2-62) 
Dp k 
Drt’ div v=0 
H div v=tr D, 如 以 位 移 张 量 表 示 , 则 有 
De ра D=0 (2-62) 
2. 运动 方程 
在 笛 卡 尔 坐 标 系 下 , 以 应 力 表 示 的 运动 方程 可 写成 
Du _ Әр | Әрә | Opst 
Ра -op 人 ОЛЕ ТЫ т) | 
Ds, _ Opis | дрз ，8pas > 
еті ө^һ+( дуз дь 2) (2588) 


Dvs (Ss др» , Өр 
=pfst +224 
PD tN ay T Oya T Oys 


RP Л. Л. ЉАЛАСА, 
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(2-63) 各 分 式 乘 以 单位 矢量 и, Ua, us, 然后 相 加 , 则 由 式 (2-43)， 
立即 可 得 
Ps ри =P f+V-P (2-64) 
由 此 可 见 ,应 用 张 量 表示 的 式 (2-64), 代表 了 式 (2-63) 的 三 个 
分 式 ,不 仅 如 此 , 其 形式 也 大 为 简化 。 


ma © -0, 则 得 弹性 力学 中 的 平衡 方程 
pf +V:P=0 (2-64)7 
上 两 式 是 以 应 力 表示 的 运动 微分 方程 , 如 利用 式 (2-60), 则 式 
(2-64) 可 改写 成 以 速度 梯度 表示 的 运动 微分 方程 如 下 : 
е2? pf +V-(—pI+2n8— BrI tr 8) 
EAI V- (pI) =grad p, V+ (I tr 8) =grad(tr S) 
则 
0 16 =pf —gradp+2uV- 8-2. grad(tr 5) (2-65) 
注意 ， 上 式 假定 j=const。 
将 上 式 右面 土 grad(tr S), 则 得 
р о. =pf— grad p+ ps grad (tr 8) + 1[2v. S—grad (tr S)] 
应 用 [27.8—ргай(%г S)] = (У.У)р 
则 最 后 可 得 
Dv 1 
P Dr = ef -grad р+- У (Vv) +u (У-У)е (2-66) 
3. 能 量 方程 
能 量 方程 可 采用 运动 方程 与 速度 o 的 数 性 积 求 得 。 由 式 
(2-64) 得 
。98. 


вю. Po pf -v+ (7-Р) -v 


Dt 
н vp pra") 
ma 
利用 连续 方程 , 则 有 
工 РА 


O {efg +v (ов) -12e Lav. (pv)1 =0 
于 是 
"Ш-Н 
+pb .grad (1 +V. (ро)] 
-全 rr 人 Go 


Dv 
ро 200) +7. (Ko) 


式 中 K=p 为 单位 体积 的 动能 。 
对 式 (@) 中 右边 的 第 二 项 , 可 利用 式 (2-56) 


P= 一 DT 十 
于 是 У.Р=\.(—р1)-+У.т= —gradp+V+z 
则 (V:P).v=— (grad р)+®-4-(У.т)+® 
因 У. (pv) =grad р-0--ру-0 


(У.т) .0= 7. (tv) —*: Vo 


(V-P) v= —V. (рю) 十 DVD 二 V. (ro oO) –т:Ур 
将 式 (0)、(@) 均 代入 式 (<) ,立即 可 得 


@) 


@) 


(с) 
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2E ру, (Ки) =р/:®—У(рь) +рУ+®+Ў+ (ее) — z: Vp (d) 
Е, TIVO 一 TS 一 mySy 
式 中 r:S 一 一 耗 散 函数 三 
KORAAN), 得 能 量 方 程 
ӨК 


r t V° (Къ) =pf v- (pv) 十 DVD 


+V. (r0) -0 


(2-67) 
利用 式 (2-58), T P RRM F. 
TySy™= [A(div V) Sy H2S] Sy 
或 $= TiySo= [A (div V)’ + 2S} 
如 将 
ae 
代入 , 则 


A 2 


Фк ТӨ ua +С) +С) 


дь, , д Doa ，Doa 
+i eT 2-52) 
1/ дь, Ov 
ШҮ ТШ б) ] 
对 于 理想 流体 , 则 有 P = —p1, 于 是 式 (2-67) 简 化 为 
əK 


т +7, (Kv) =р/-®—ртайр+® 
(二 ) 基本 方程 的 守恒 形式 
近年 来 , 人 们 对 方程 守重 形式 的 建立 有 所 关注 。 所 谓 守恒 形 
式 ， 就 是 微分 方程 中 只 包含 有 矢量 分 量 对 坐标 偏 导数 的 项 及 自由 
项 , 如 
‚100, 


(2-67) 


ӘР, ӘР, д _ p, 
у. Taya Tavs дуз 


RP Fa Fa, Fs、 了 4 均 为 yi 的 函数 , 假定 了 一 0, 则 称 完全 守 
恒 形 式 (或 强 守恒 形式 ), 反之 为 弱 守 恒 形 式 。 

二 连续 方程 的 守恒 形式 

在 笛 卡 尔 坐 标 系 下 , 连续 性 方程 无 须 作 任何 变换 , 它 本 身 就 是 
守恒 形式 , BJ 


如 + 各 (Ры) +-гу- (оъ) + 于 (pr) =0 (2-68) 


2. i Ms 
由 式 (2-64) 


p Pmv.P+pf 
EREM, 利用 连续 方程 可 改写 成 


十 bgrad е] |+]. Ф +div (eo) | 


Dv av 
P-DE и бэ дї 
如 令 卸 = 0, 式 (2-6 包 则 可 写成 
200) +V. (ию-—Ру—0 
或 展开 之 , 得 
20%) + (pv1V1— pu) + (оъу®%а— pa) 


+ (pows — ps) =0 
lov) 8 _ ә м 
a T Фу СА pa) (розта — pa) 


а 
+< (ориљ =0 
ду, (puata 一 Pas) 


(ou) | 
Та 


2 (оше 一 Paa) + 2 (poava 一 Dos) 
yı дуз 
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+ э orv pe) =0 (2-69) 


式 (2-69) 称 运动 方程 的 守恒 形式 。 其 中 pbV-P 称 动 量 密 流 张 量 ， 
其 分 量 为 
ш. (PU0 — P) :Ws= pu — Pu 
是 通过 外 法 线 方向 为 tu 之 单位 面积 的 动量 密 流 沿 u, Jr Pl 00 ВЕЗИ 
分 量 。 
式 (2769) 为 强 守恒 形式 。 如 f 关 0，- 则 将 得 到 弱 守 恒 形 
式 。 
3. 能 量 方程 的 守恒 形式 
对 于 绝热 流动 的 能 量 方程 可 写成 ( 略 去 质量 力 》 
De 
P Dr 
式 中 оа E 为 单位 质量 所 具有 的 能 量 ( 内 能 与 动能 之 和 )。 由 
于 


=V- (P-v) (a) 


p= =h 2 +v. ТЕ у) | 


或 22.2000) у. (рев) 
Ах (а), 
209 у (рер —Р-в) =0 О! 


显然 , 式 (2) 也 是 强 守恒 形式 , 其 中 pev- Р.о 为 能 量 密 流 矢量 。 如 
将 式 (6) 展 开 得 


ЫС ) 十 总 (ев, — puti рањ рат) 


+- (peva — pawi — pasta — posta) 
дуз 
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+ (pevs — ait; — Pasta — pasta) = 0 (2-70) 


综合 以 上 结果 , 可 将 守恒 形式 的 连续 方程 .运动 方程 以 及 能 量 
方程 归纳 为 


用 + 如 + 办- (2-71) 
式 (2-71) 的 U, E, F. 6 分 别 为 
Ге ] Г от: 
ГА —ри+р® 
U=| pv |, E=| рот рза 
pos pViVa— Dis 
pe -| l_ pevV1— Di; — Pisva — Das 
pys 7 
0102 — pai 
F=| —ps+ p b 
PYV — Pas 
| Peva— ралу: — Pasta — Pasts _| 
Г роз 
| pvws—pis 
G=| pvavs — pss 
PV — Pas 
Ре? — 98101 — PsaVa— Paas | 


ЖАР + КАЎК, 通常 可 得 出 强 守恒 形式 , 但 如 采用 其 他 坐 
标 系 (例如 柱 坐 标 系 ), 有 时 可 能 得 出 弱 守 便 形 式 。 
(=) 基本 方程 的 积分 形式 
在 某 些 情况 下 ， 力 学 的 基本 方程 常常 采用 积分 形式 ， 和 微分 
形式 的 基本 方程 不 同 的 是 积分 形式 取 介 质 内 有 限 大 小 的 控制 体 作 
为 研究 对 象 。 这 里 先 介绍 导出 积分 形式 基本 方程 时 广泛 应 用 的 雷 
103. 


诺 输 运 方程 。 
1. 和 雷诺 输 运 方程 


(тия 


图 2-9 


如 图 2-9 BUR. 设 在 流 场 中 任 到 一 有 限 大 小 的 控制 体 У, 这 
一 控制 体 由 控制 面 8 所 围 成 。 假 定 这 一 控制 体 静 止 不 动 ， 而 运动 
的 流体 不 断 地 从 控制 体 进出 。 以 二 表示 控制 体内 流体 的 某 一 物理 
ж (例如 流体 的 动能 ), 而 Ф 表示 单位 质量 的 该 物理 量 ， 则 由 于 只 
和 密度 p 都 是 空间 位 置 和 时 间 z 的 函数 , РШ ЖЕН 1. 微 元 体积 
V рй) D Iñ 


d= [Фо dy 


当 经 过 5t 以 后 , 控制 体内 的 流体 运动 到 新 的 位 置 ( 图 中 的 工 
IIRS), 由 于 运动 的 连续 性 , 外 界 流 体 进 入 控制 体 (图 中 的 第 IIZ 
部 分 ), 则 二 随时 间 的 变化 率 应 是 

22... lim Фан пли) ~ (@,.+Фп,)] 


=li m + СФ, +Фш) ы (Ф +®ш)‹] 


64. 


[ Филм _ Фин ] 
ЕД 


十 Him Si 


эз 
F _.. с 

则 £= lim [(Ф+Фи}+м > (Ф+Фи}+1 
Ot ao 


而 
фро-18 


lim | Pepu j See ]-|., 99:88 


am0 «в 


= $ фр®+а48 
于 是 
т] Же ар [fw dy +$ dovas (2-19) 


上 式 即 为 雷诺 输 运 方程 。 应 用 这 一 方程 及 质 景 守恒 、 动 量 守 
恒 、 能 量 守恒 诸 定律 , 可 分 别 求 得 流体 力学 诸 基本 方程 如 下 : 

2. 连续 方程 的 积分 形式 

megel, 则 


Ф| par 
表示 控制 体 У 内 的 流体 质量 , 由 质量 守恒 定律 得 
D ә 
D| ear =- | +ф,оь-48-0 
由 式 (2-46), 可 得 


中 pv-aS =$, pven 48=| aiv pvaV 


于 是 D| a= | ear] avooar-o 
或 
ШЕ (ою) Ja =o (2-78) 


ЕЗЕТ У 均 成 立 , 因而 , 可 得 微分 形式 的 连续 方程 
* 105. 


tdiv (рю) =0 
由 以 上 讨论 可 得 另 一 重要 关系 式 
2j, фоду -|, 200) +div (фро) Jav 


- [2 +div (рю) 12+. grad ejar 


已 知 Ф +o-grad ф= 党 
所 以 | 
2.) воёу= |» ау (2-14) 


3. 运动 方程 的 积分 形式 
由 牛顿 第 二 运动 定 往 江 得 ， 作 用 在 控制 体外 力 的 合力 等 于 控 
制 体内 系统 的 动量 变化 讨 , Вр 


An pp di” -| raya f, p. 48 


ЕЕЕ 


| 加-| pfw + (n-P)d48 (2-75) 


式 中 了 为 作用 于 系统 的 单位 质量 的 质量 力 。 而 p. 为 作用 于 外 法 
线 为 和 之 微 元 控制 面 dS 的 应 力 , 如 写成 分 量 形式 , 则 得 


Pf mw ау =Í, лау аф, pyom dS 


由 式 (2-48), 得 
+ 106 。 


D| руа [| paya | Paav 


或 D n (2-76) 
Je ar |a= 
бри рју рш 


4. 能量 方程 的 积分 形式 
能 量 方程 可 由 运动 方程 直接 与 速度 9 作 数 性 积 求 得 


eB var =| ,pf -var аф (n-poyas 
ат ре) (5) 


$, (а-Р-ю)ав = V- (P-s)ay 
所 以 
Је) y] ay 


一 py.o+vY'(P.o]aF (2-77) 


x 3 题 
2-1“ 试 应 用 张 量 知识 , 证 明 
(a) Vrp=1, фу Verp=3 
(с) Vxrp=0 
222 应 用 以 上 结果 ,如 设 w=const, e= x rs, WJ ` 
rot v=2w 


8-8 试 证 转动 惯量 7 又 可 写成 
J=m[|r>|?1— rere] 
34 试 应 用 b=wxrp 直接 证 明 


e=r>:Q 
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第 三 章 “ 斜 交 曲线 坐标 系 与 张 量 分 析 


第 二 章 着 重 讨论 了 箔 卡尔 坐标 系 下 的 张 量 一 一 二 阶 仿 射 正 交 
KE, BR, 这 种 张 量 只 适用 于 笛 卡 尔 坐 标 系 ， 因而 有 很 大 的 局 
限 性 , 即使 对 于 常用 的 柱 坐 标 或 球 坐 标 ,第 二 章 有 关 张 量 的 讨论 都 
应 作 修 正 。 

笛 卡 尔 坐标 系 的 主要 特点 在 于 , 如 在 空间 任 取 一 点 , 从 该 点 沿 
坐标 增加 方向 取 单 位 矢量 ， 则 这 些 单位 矢量 的 方向 不 随 空间 位 置 
变化 。 如 图 8-1(4) 所 示 , 以 平面 笛 卡 尔 坐 标 系 为 例 , P. Q 两 点 的 
单位 矢量 的 方向 不 变 , 至 于 其 他 坐标 系 则 不 同 , 即使 选用 较 简单 的 
极 坐 标 系 ， 其 单位 矢量 的 方向 也 将 随 空 间 位 置 而 变 , 如 图 3-1(2) 
所 示 , 如 果 同 到了.Q 两 点 , 其 单位 矢量 的 方向 均 不 相同 。 


图 3-1 
坐标 单位 矢量 随 位 置 而 变 增加 了 问题 的 复杂 性 ， 因 为 在 这 种 
情况 下 , 单位 矢量 对 坐标 的 偏 导数 将 不 为 零 。 
本 章 要 讨论 的 正 是 这 一 类 问题 ， 而 所 用 的 坐标 系 则 是 最 普遍 
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的 所 谓 斜 交 曲线 坐标 系 。 


第 一 节 “ 针 交 曲线 坐标 系 的 一 般 概念 


任何 一 个 新 概念 的 引入 常常 是 记 老 枝 念 为 基础 的 。 笛 卡尔 坐 
标 系 虽然 简单 , 但 仍 要 加 以 利用 ， 为 此 ， 下 面 先 回顾 一 下 笛 卡 尔 坐 
标 系 的 有 关 知 识 。 

在 三 维 空间 中 , 通常 以 三 人 KRAN ESE, 这 三 个 实 
数组 称 空间 点 的 坐标 。 

最 简单 的 三 个 实 某 纽 是 空 疗 的 一 点 到 三 个 互 成 正 交 平 面 的 算 
TEN, 以 这 三 个 垂直 距离 为 坐标 的 坐标 系 就 是 笛 卡 尔 坐 标 系 , 用 
表示 ,而 秆 卡尔 坐标 系 的 单位 矢量 则 用 u, 表示 。 

ШЖ P(O, O,, 03) 是 空间 某 一 确定 的 点 , 则 

Oy =O, =G, 
分 别 表示 三 个 过 卫 点 的 互 成 正 交 的 平面 。 当 沿 任 一 平面 移动 时 ， 
有 一 个 坐标 保持 常数 , 而 其 他 两 个 坐标 则 变化 , 这 三 个 平面 称 过 卫 
点 的 坐标 平面 (图 3-2), 

三 个 平面 相交 可 得 三 条 交 и 
Ж, 它们 分 别 平行 于 坐标 轴 , 当 
沿 交 线 移动 时 ， 只 有 一 个 坐标 
变化 , 其 他 两 个 坐标 保持 不 变 ， 
这 三 个 交 线 称 坐标 负 线 。 对 于 
笛 卡 尔 坐标 系 的 特殊 情况 ， 它 m 
们 是 三 条 直线 ， 三 条 直线 的 交 
点 就 是 卫 点 。 gı 

如 过 一点 沿 坐标 增加 方 pisa 
向 取 单 位 矢量 , 则 称 此 单位 矢量 为 过 点 一 的 坐标 单位 矢量 , 这样， 
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三 个 单位 矢量 形成 一 局 部 标 架 。 
为 了 加 深 对 坐标 系 的 理解 , 现 再 以 柱 坐 标 和 球 坐 标 为 例 。 如 图 

3-8 所 示 ， 由 柱 坐 标 +、p、 
z 记 确定 的 空间 一 点 P 
(01, 05,04), 同 样 也 可 通 
过 卫 点 作 
, 1T=0, p=0:,2=0,; 

三 个 面 (不 一 定 是 平面 ) ， 
由 于 r= V+, 


一 £ > 一 
Ф атощ-_, z=z 
MA 


?一 以 对 应 于 柱 面 
ар = (01)? 


фае 0-0) 对 应 于 半 平 面 


2 一 0， 则 对 应 于 和 Oy 平行 的 平面 
和 俏 卡 尔 坐 标 系 类 似 ,r= 4 一 08z 一 8 分 别 代表 三 个 面 , 但 它 
们 不 再 都 是 平面 ,其 中 + 一 04 为 圆柱 面 ,三 个 面 的 交 线 也 不 再 都 是 
直线 ,其 中 一 01.z=04 的 交 线 是 一 个 加 。 

至 于 球 坐标 (好 9, p) 的 情况 ,可 由 图 8-4 看 到 ， 

R01.9=04.p 一 04 分 别 代表 球面 、 锥 面 和 半 平 面 。 其 中 
О, 和 gp~0! 的 交 线 为 贺 心 位 于 原点 的 大 l, 0 一 0 和 gp 一 0% 
的 交 线 为 一 直线 ; ВО: 与 9 的 交 线 则 是 平行 于 Oysys Ж 
标 面 的 圆周 。 

对 于 以 上 两 种 举 标 系 , 其 坐标 曲线 不 一 定 是 直线 , 但 是 , 如 过 
三 点 分 别 作 坐标 曲线 的 切线 , 则 可 看 到 , 这些 切线 是 互 成 正 交 的 ， 
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图 3-4 


B bl, 这 种 坐标 系 又 称 为 正 交 曲线 坐标 系 。 
除 此 以 外 , 对 上 面 的 三 种 坐标 系 而 言 ,空间 一 点 卫 的 位 置 矢 
量 ?p 均 可 写成 分 解 式 如 下 : 


第 卡尔 坐标 系 
т,=ущ 
柱 坐 标 系 
т,= 21. trl,” 
RF ает, =z, L =l, L =l, t 
球 坐标 系 
r, ==, 


AP =R, L =l, 
这 一 结果 表明 ,对 于 这 类 正 交 曲 线 坐 标 系 , 其 位 置 矢量 rp {Л 
可 写 出 其 分 解 式 。 
其 实 , 如果 另 取 三 个 数组 来 确定 空间 位 置 , 则 只 要 知道 三 个 
0) 以 后 统一 规定 ,曲线 坐标 采用 A AP, 
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数组 和 父 间 的 函数 关系 并 保证 函数 处 处 单 值 连续 可 导 且 反 函 数 
存在 , 即 
аба, y’, 3%), уу (at, a, а?) 

则 称 x 为 任意 的 曲线 坐标 , 而 由 几 构 成 的 坐标 系 为 任意 的 曲线 坐 
标 系 。 对 于 这 种 任意 的 曲线 坐标 系 的 讨论 , 现 仍 沿用 上 面 的 程 
序 。 

HT zt уут ТЕРА ЖГ, Br Dl, zt 可 看 成 是 笛 卡 尔 坐 标 系 
“下 的 某 一 标量 函数 , 当 令 

абай, y’, у) ой 

BF, Р ЧУКА ИТОГ, ЕЗ УВ PS o 的 等 值 面 , 即 在 
这 一 等 值 面 上 ,2 为 常 值 。 

例如 , 对 于 球 坐 标 , 当 令 

В? (у) (7) +(y) = соп эЬ 

时 , 可 得 一 球 心 为 原点 的 球面 。 

于 是 , “i=l, 2, 8 时 ,将 得 到 过 P(e!, °, PARDEZA 
这 三 个 曲面 被 称 为 坐标 曲面 。 三 个 曲面 相交 可 得 三 条 曲线 , 这 三 
条 曲线 被 称 为 坐标 曲线 。 

ў а =o 交 成 的 坐标 曲线 移动 时 ,只 有 ws 变化 ,z+ 
а? 为 常数 。 为 了 便于 讨论 , 则 称 此 坐标 曲线 为 a 坐标 曲线 ,而 其 
他 两 条 分 别称 为 zt.w? 坐标 曲线 。 

在 一 般 情 况 下 ， 如 采用 任意 曲线 坐标 ， 则 不 可 能 将 位 置 矢量 
Tp 写成 明显 的 分 解 式 。 

过 卫 点 作 坐 标 曲 线 的 切线 并 取 单 位 矢量 , 则 由 于 坐标 曲线 的 
任意 性 ， 它 们 将 不 互 成 正 交 , 这 样 ， 在 卫 点 形成 一 射 交 的 局 部 标 
架 。 不 仅 如 此 ， 也 由 于 坐标 曲线 的 任意 性 ， 当 在 空间 另 取 一 点 Q, 
然后 过 @ 点 取 一 局 部 标 架 ， 则 这 两 个 局 部 标 架 的 方向 将 不 相同 ， 
即 在 斜 交 的 曲线 坐标 下 , 当 从 空间 一 点 迁移 到 另 一 点 时 ,局 部 标 架 

"II2 。 


方向 也 是 改变 的 。 

对 比 第 卡尔 化 标 系 和 任意 曲线 坐标 系 , MRA: 

(一 ) 前 者 坐标 单位 矢量 方向 不 变 ,后 者 则 改变 ; 

C) 前 者 坐标 曲线 为 直线 且 互 成 正 交 , 后 者 为 曲线 且 互 为 斜 
交 

很 据点 上 两 点 .党 标 系 的 特点 可 用 坐标 曲线 的 曲率 及 和 坐标 
单位 矢 童 的 夹 角 cosgu 一 4i"2 来 表示 。 据 此 , 可 将 坐标 系 分 成 下 列 
ж. 

C) К=0,б„=зх/2„ ХАТЕ ERRERA 

人 二) K =0, бу#л/2, ЖЕШ ВКА О 

(21) K 0, 0y 一 w/2, 称 正 交 曲线 坐标 系 

(W) К=0, Out 2/2, REX h REIRE 

显然 , 斜 交 曲线 坐标 系 是 一 种 最 为 一 般 的 坐标 系 。 
ШҮҮ ҮЛТҮ Л АЛ ГЫ 
я, 
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第 二 节余 交 曲 线 坐 标 系 的 坐 
标 基 本 矢量 es 和 倒 易 基本 大 量 e’ 


上 一 节 已 经 论 及 , 对 于 笛 卡 尔 坐标 系 、 柱 坐标 系 以 及 球 坐 标 
系 ,空间 一 点 卫 的 位 置 矢 量 可 分 别 用 下 列 各 式 表 示 
Tp=YU (ОЛ =w, =u, y=), 
Тр аи. аа (а = т, =z, Ш =И,, U= U) | (8-1) 
Т»=з1иу(а%= R, u,—ttn) 
ТЕШЗ, 虽然 不 能 用 一 显 式 表示 位 置 矢量 , 但 总 可 以 
认为 fp 是 允 的 函数 , 即 
ть=т(2) 

除 此 以 外 , 如 果 再 仔细 分 析 , 即使 是 在 斜 交 曲线 坐标 系 下 , 当 
тат 坐标 曲线 移动 时 , o а ЖЛЕ, RA z 有 变化 ( 余 类 推 ); 与 此 
相反 , 当 沿 zt 坐标 曲线 移动 时 , 和 卡尔 坐标 久 将 同时 变化 。 现 利 
用 这 一 点 对 曲线 坐标 系 作 些 讨论 。 

设 在 卫 ARRE а а а АА Pa Pa, Pa, 
则 必 有 

P,(z! + dat, æ, z); Pa(w!, а?--ба?, a?) 
P, (ал, а?, а°--йа?) 

此 处 dat Jy а 的 微分 。 

当 Pi P: Ps 向 了 无 限 接近 ,并 分 别 令 

dS= PP, dS,= PP,.dS,= PP, 
由 于 笛 卡 尔 坐标 系 的 局 部 标 架 , 其 三 个 方向 不 随 空间 位 置 改变 , 因 
而 可 写 出 分 解 式 
45 一 (drp)i= [4(у'и,)1+ 
或 46, = (dy): + (du) tt + (Gy) tia (8-2) 
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+T ts; 


注意 , 式 中 的 下 标 “ 工 ”表示 是 沿 zt 坐标 曲线 取 的 , 它们 表示 PP, 
ЛИМ a. 的 微分 。 


因 у= (et, a, 2°) 
所 以 
(a = 25 аа (8-8) 


值得 注意 的 是 , 点 P, ЖОЕ лї 坐标 曲线 上 ， 除 бно ШЭ}, da = 
da? =0, 则 式 (3-8) 可 改写 成 


(Di 新 到 
或 (i= 20 алй, (aD), ida, 
(ap = драг 
将 以 上 结果 代入 式 (8-2), 即 得 
РР.-48,-(20-ш.+ MW tst Әл mja (8-4) 
同 理 可 得 
PP,-48,— (20. m+ 20. ut 


әу 
919 


u, Jaz" 


РР,-48,—( © ша 20 шь ‚л. us Jda 
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хн Ua, Ua, tts 的 方向 始终 不 变 ,所 以 
ди, Os _ диз o 
r 
于 是 


TEET 


гишуун) = 
代入 式 (3- 人 ,可 得 


дг» 
дд 
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дт 
45,-#таг 


同 理 48,= EE аз (8-5) 
48, Sam 
或 归纳 为 


45,= атрад (Ж ж) (8-5) 


令 式 (38-5)" 中 的 Er гє 为 第 衬 个 坐标 基本 矢量 , 则 
ду 


ал. т m+ Ja Ча 


(3-6) 
或 “йш 
Жижи, S, aS. aS, 可 表示 成 
18, =езӣгі = Ead? 08, = e, dz (3-6) 


利用 以 上 结果 ,可 把 空 名 一 点 卫 至 邻近 一 点 P 的 微 元 位 置 
矢量 dre 写成 
drp=dS=dS,-+dS,+dSs = ейл! (8-7) 
式 (3-7) 表 明 ,dx' 是 dr 的 逆 变 分 基 。 
由 式 (3-6) 可 看 出 ， 
e“ (e), = 25 


是 et 的 第 了 个 分 量 。 
以 上 讨论 了 斜 交 曲 线 坐 标 系 下 的 基本 矢量 。 根 据 基 本 矢量 的 
表达 式 ,只 要 知道 笛 卡 尔 坐标 六 和 斜 交 曲 线 坐 标 才 之 间 的 函数 关 
(1) 这 一 结果 可 直接 求 得 如 下 : 
由 rp=rp(w), 可 得 
апр pare dz 
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Ж, 同时 一 阶 偏 导数 存在 , 则 必 能 找到 坐标 基本 矢量 。 
作为 特殊 情况 ,如 令 at =, 则 
@= 
即 对 于 入 卡尔 坐标 系 , 基本 矢量 就 是 笛 卡尔 坐标 系 的 单位 矢量 。 
在 引进 坐标 基本 矢量 e, 的 同时 ,再 引进 倒 易 基本 矢量 er。 
根据 必 与 多 间 的 函数 关系 , 并 应 用 多 元 函数 求 偏 导数 的 链 法 
则 ,应 有 
Әә _ д ар, Әт ду, Ov ар 
ды y д” ду ды ду ди 


_ д д^ 
ду дш 
因为 是 相互 独立 的 数组 ,它们 之 间 不 存在 函数 关系 ,所 以 
ә’ {ср 
д” loG=j 
EA Я 
或 = 3 
将 这 一 结果 代入 上 式 , 即 得 
lf _ дай ду 
ар a 29) 
式 中 DE е, p а, g, э), ‚ли бу 
яй у МЕШ, ЖКН ЕДИЛЕ И, 05 是 Vw 的 


aF 
第 个 分 量 。 于 是 式 (3-8) 可 改写 成 
Var.@s=8 (8-9) 
Н (1-22), 立即 可 得 


Do 25 of 
е Vr =Z u + 二 ца ГА 
z СА бу (3-10) 
e= u, ы” 
эт 4 әу 
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式 中 er 为 倒 易 基 本 矢量 e' 的 第 7 个 分 量 。 从 式 (8-10) 还 
TWAA, KANE а 入 间 的 函数 关系 , 空间 一 点 的 坐标 倒 易 基 


本 矢量 亦 可 求 得 。 
既然 在 空间 每 点 均 可 求 得 基本 矢量 e, 和 倒 易 基本 矢量 et, 
此 就 在 空间 形成 两 种 局 部 标 架 一 “基本 矢量 @: 标 架 和 倒 易 基本 矢 


量 e' 标 架 ( 图 8-6)。 不 难 理解 ,在 斜 交 曲线 坐标 系 下 , 克 罗 尼 柯 尔 
记号 可 由 


т%=соп${ 


— z2= const 


ГЫ 


z!=const 


图 3-6 


ere =ò] 

来 定义 。 

对 于 斜 交 曲 线 坐标 系 下 的 坐标 基本 矢量 el 和 倒 易 基 本 矢量 
et, 就 其 性 质 而 言 , 可 归纳 为 如 下 几 点 : 

1. 由 ef 和 et 的 定义 式 以 及 斜 交 曲线 坐标 才 的 任意 性 (可 
以 是 长 度 因 次 , 也 可 以 是 无 因 次 量 ), 即 使 是 同一 曲线 坐标 系 , 其 e 
K e 的 因 次 不 尽 相同 。 例 如 , 对 于 柱 坐 标 有 
118, 


РА Р 
І e= e, - 02 "+ a и, +7 t = cospt-rsin p tla 


e,=e,= 22 и,+ 2l u+ и„=т(—зїп ри,+совршь) 


др др др 
e=e,- 52 + u+ иш-ча 


ee -名 m+ ta z Ws = (singutcospth) 


ene- i 十 оз r 2 - Ws = uta 


Or ду 2 
由 以 上 结果 可 以 看 出 ,etea Ж et > 为 元 应 次 ,而 es. e" 则 是 有 因 
次 的 。 
对 于 球 华 标 , 则 可 求 得 基本 矢量 和 和 倒 易 基本 矢量 如 下 ; 


е,=еһ= 82 t+- 他 m+ ш 


дё. 
ƏR ЭЕ 


е-е, бе "+ =+ п 


ee, 29 u+. u+ m 


ap ар tap 


e, = R созд сов p tt + R cos 0 sin g us — R sin 0 us 
e,= — Rsin 0sin g u + R sin 0 cos p us 
其 倒 易 基本 矢量 则 为 
е" = sin0cosptt, +sinfsinptta + созбиз 


ex =sin 0 сов р U, +sin Ө sin p U -сов0 Us | 


e° =- (cos 8 cosp ust cos0 sin ри,—їл Өш) 


er Bsinpu tenpu) 


. 119. 


对 于 款 坐 标 , 除 en.e” 外 均 有 因 次 。 


以 上 两 例 均 表明 ， 正 交 曲 线 坐标 系 下 ， 对 应 的 矢量 的 方向 相 


Їй], 其 模 互 为 倒数 。 
2. 如 果 是 笛 卡 尔 坐标 系 , 则 е'=е,=щ.„ 


3. ште 垂直 于 坐标 曲面 zt—const, щіжј В, е-е;=0, 


ИЖ, eit j) Ы а R ТЕ a= oonst) 相 切 。 


4. 表达 式 e= 代表 了 九 个 关系 式 ， 这 九 个 关系 式 可 由 


下 列 两 行列 式 相 乘 来 表示 , 即 


әй дї m || әр әр әр 
Oo д 


д“ д әр да5 
Q әд дедг әр дё 
д^ д” Әр || д1 Әдл д 
ә? óe óe |a дл әр 
ð Әу Әу || д1} дї аё 
100 
=!0 1 0 
001 


第 一 个 行列 式 还 可 改写 成 
ea et „з 
e өз з 
et e? „з 
第 二 个 行列 式 经 置换 后 也 可 表示 成 
ёл ёза ёз 
@ ёза ёз 
esl ёва Css 


因而 , 从 式 (3-11) 可 得 


=e. (ехе) =V” 


一 ev (ехе) =V 


VV=1 
这 一 结果 和 第 一 章 所 介绍 的 结论 一 致 。 
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(8-11) 


Б. 斜 交 曲线 坐标 系 下 的 e (exe) e (exe) 


令 em 一 er (ех ey); e= et. (e! x е*) 
则 Em— V g eim = у” 


ЖИЛЕ ШЕКТЕ, вл. RET ву, e” 


第 三 节余 交 曲 线 坐 标 系 的 诸 要 素 


在 力学 研究 中 ,不 仅 要 求 确定 空间 一 点 的 坐标 , 还 要 求 确定 邻 
近 两 点 间 微 元 位 置 矢量 、 沿 坐标 曲线 微 元 位 置 矢量 构成 的 面积 及 
体积 ,不 仅 如 此 , 还 应 确定 两 坐标 曲线 的 夹 角 gue 所 有 这 些 统称 为 
斜 交 曲线 坐标 的 要 素 。 

C) 微 元 位 置 矢量 和 度量 张 量 

如 图 3-7 所 示 , 过 卫 点 作 е, е» 6s, 并 在 卫 点 邻近 取 一 点 @， 
ЖИ Р ANEREN Т», 
@ 点 位 置 矢量 为 rz 十 dym 
于 是 微 元 位 置 矢量 

РӨ ать 
ЮЙ, dre 可 向 e 方向 分 
解 ,也 可 向 2 方向 分 解 , 即 
dre 可 分 别 写成 
dr >= e,dzt =edr y 

及 dry = ей = Edo 


(3-12) # 
由 于 err 向 斜 交 方向 分 шт 
解 , 因而 和 笛 卡 尔 坐标 系 不 同 ，|drz| 不 等 于 各 分 量 的 平方 和 。 但 
是 , 由 矢量 之 数 性 积 的 性 质 , 则 有 
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|drp|?°=drp-dre 
如 令 |arp| —ds, 则 
(4з)%=ат»-ат» 
应 用 式 (8-12) 于 是 得 
(ds) = е. едда (8-18) 
将 式 (3-13) 展 开 , 得 
(а)? = e e,dz!da) +e; e,datda? + e; e dada 
= (e: e,)da* da + (es* e,)daz2dz) + (es* е) 
+ (ex @ea)dz)dz24- (es*@,)da°da? + (ea es )dada? 
十 (el*es)dzidzs 十 (eaves)dz2dzs 十 (esves)dzadv2 
Ë ее, = ал 
或 (аз)% = [dw! да? dz?]| е-е: ese, ees B 
еһе: єє, езе || da 
令 第 二 个 矩阵 的 元 素 为 gw ЇЇ 
9a= eie; 
现 讨论 gu 的 特性 : 
1. 9% 的 表达 式 
根据 ga 的 定义 ， 


a u un, 
-2E ч) 
已 知 Un Um — dum 
Wi o 2 omm 2 80. 
33323 e 
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2. 由 于 eei 一 ee， 所 以 gu 一 gm 即 元 素 的 下 指标 可 以 交 
换 。 
838， 如 果 是 正 交 曲线 坐标 , W 
guli =j) 
0 (2+3) 
A таяна 
曲线 坐标 系 的 拉 梅 系数 。 注 意 : 此 处 gu HR FIR OHERA 
指标 。 于 是 , 第 二 个 矩阵 可 改写 成 


g 0 0 
0 ga 0 
0 0 gs 


4 如果 是 正 交 笛 卡尔 坐标 系 , 由 于 
е=щ 


100 

Ë 1 i 

0 0 1 
而 gy НАК) 8, „ 


5. 令 9 为 第 二 个 矩阵 的 行列 式 , WJ 
езе, ee eres 
езе, езе, ее» 
езе, е-е езе 


ere-{ 


矩阵 退化 为 


g= 


Ё ёз es ||ea es es 


eol eaa @əs | | з ёз esa 
@sı Csa ss || ёв бз Өз 
eu ёз ёв]? 
或 g= e ёз esj = [e (e:xe:)] =V? 
E81 ёза Css 
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对 于 笛 卡 尔 坐标 系 ,应 是 9g=1。 

6. 以 后 将 会 证 明 ， 由 gu 构成 的 九 个 元 素 组 成 一 个 二 阶 普遍 
张 量 ， 这 一 张 量 称 度量 张 量 。 度量 张 量 的 行列 式 将 是 作 的 函数 ， 
BJ g 随 空间 位 置 而 变 ,这 样 , 对 所 选取 的 坐标 系 , 由 其 确定 的 空间 
必 将 形成 一 度量 张 量 场 。 

Т. 应 用 度量 张 量 元 素 gy 可 区 别 各 种 坐标 系 如 下 ; 

O 正 交 笛 卡尔 坐标 系 一 一 9 一 3 

(2) 斜 交 笛 卡尔 坐标 系 

*0G j) 
"169 
(8) 正 交 曲线 学 标 系 
9u—ugu= МС М = gu) 
(4) 斜 交 曲线 坐标 系 
gus 0, 1 

下 面 分 别 求 出 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 的 度量 张 量 。 

对 于 柱 坐 标 系 , gu 一 grr、.92 一 goo、9s3 一 gr, 因而 

9. = е-е, (COSp u, +sin P ш»). (COSp ttsing tha) =1 

$»»=@„+е„=т(—вїп фи, +-cosptt)-r(—Ssingt,-rcospu,)= r 
Яа = е," C, = Ug Шз 1 


于 是 , 得 柱 坐 标 系 的 度量 张 量 及 其 行列 式 为 
100 
Ë r 0| W g= 
0 0 1. 
至 于 球 坐 标 系 , 则 有 


913 = gun = | ex |° = sin? 0 соз? p +sim° 0 віп? р +-сов%0 —1 
Saa = ges = | es |*= (R cos @ cosg)2+ (R соз sin р)? 
+(—Rsin 0) — R° 
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gss=g,,= |e,|?= (— Rsingsing)’+ (Rsin 0 cosg)? 
= R°sin20 


于 是 得 球 坐 标 系 下 的 度量 张 量 及 其 行列 式 为 


1 0 0 
0 m 0 9= R*sin°0 


0 0 Rsin’g 

以 上 是 当 йт» 向 基本 矢量 e: 方 向 分 解 时 得 到 的 结果 。 由 第 
一 章 的 讨论 可 知 ，drp 也 可 向 倒 易 基本 矢量 e' 方 向 分 解 ， 即 可 将 
dre 写成 

ать = e'dz = edz; 
AP da de HIRR dre 的 协 变 分 量 。 于 是 
(ds) dre dr p =e edade; = дахйу (8-15) 

式 (8-15) 中 的 g? 称 倒 易 度量 张 量 元 素 。 和 度量 张 量 相 类 似 ,对 于 
正 交 曲线 堂 标 系 , 其 元 素 应 为 


| 
“-| Әә үа ү Әлі уа у до а 
(ар) +8) +( ал) 
СОЕТ 
1 0 O 
10 十 0 | z=Ñ( УРН) 
[кош 
至 于 球 坐 标 系 , 刚 为 
ri p 0 
0 F 0 š 1 
Шир 


1 
б 9 R°sin° 0 |, 
而 微 元 长 度 ds* 可 分 别 表示 成 


dè? = 7? +r” 10° 4-2? 
ds? =d R° 4-8 10° + R° sim” 0 do? 
附带 说 明 , 引进 g”, gu 后 , ene 可 表示 成 
e= V guls e'= VFU 
对 于 笛 卡尔 坐标 系 , 同样 有 多 一 3w 7 1, 
(二 ) 微 元 面积 doy 的 表达 式 
4 doy J dS, dS, 构成 的 微 元 面积 , 则 根据 两 矢量 的 矢 性 积 ， 
应 得 
йсу=48,х 18,;=е,х езй! а) (š; ЗЕН) 
已 知 
ехе = Уве. e= Je! p= Vl 
AP g= e, 由 此 可 得 
dou-=V s.a dzt да! er 1 


或 doy= „0978 aa dat dat 1 (810) 
对 于 正 交 曲 线 坐 标 系 ,下 = h, 中 而 式 (3-16) 可 改写 成 
doy= ~ gg emda da! L, (3-16)’ 

于 是 ,对 于 柱 坐 标 ,应 得 

do, =~ gg" dzdpl,=rdzdpl, 

do, = gg” dzdrl,=dr dzl, | (3-17) 

do, =~ gg” тірі, =тігарі, 
对 于 球 坐 标 , 则 有 


dos, = VR dO do l, = R'sin 040 dp ls 
do,a = V99” dRdpl,=Rsin Ө4В4р1, | (8-17)’ 
dom— gg” aRd01,—= Rd0d Rl, 
(=) 微 元 体积 dy 
根据 矢量 的 数 性 三 重 积 定义 , 由 ds, 为 枝 边 的 体积 Gy 可 表示 
1%. 


成 
ау =d8, (d8;— йв) = [el (e, x ex)]dz! dz! da” 
已 知 [ee(e,xe)] = g, TE 
dV =s g dat da! йай (8-18) 
由 于 е (ехе) йт 


== | |Ë: М ж 
I z 
ш б бв] | 25 28 
Әбу, P, у) _ Е 
-e а?, = Е (8-19) 


Te E 为 可 比 行列 式 。 于 是 式 (8-18) 又 可 改写 成 
ар =J азіі? da (8-20) 
应 用 以 上 结果 , 可 将 柱 坐 标 系 、 球 坐标 系 下 的 微 元 体积 ay 分 
别 表示 成 
aV =rdrdpdz 
ау = R'sin0dRd0 dp 
除 此 以 外 ， 由 于 微 元 矢量 也 可 以 沿 倒 易 矢量 e! 方 向 选取 , 如 
以 dy’ 表示 dst = e'da, 构成 的 体积 , 则 
dV'= [et. (e! x e*)]dz, dz; day 
或 dV’ = Vg da, da, day = Ј' dz, dz; day (8-18)” 
art 
D 
д? 


于 是 J= 25 


(8-19), 


КЕКЕТЕ 
gig eje ej 


д. 
әу 
6107. 


由 式 (3-19)、(3-19)' 可 见 ,要 使 所 选用 的 曲线 坐标 系 有 意义 , 则 要 
RIZO, 70, 这 一 结果 的 几何 意义 是 很 明显 的 , 因为 , 如 果 
J 一 0 或 J'~0, 则 :或 e: 共 平面 , 即 它们 不 可 能 构成 体积 。 

又 因为 J 互 为 倒数 ,所 以 要 求 本 六 不 为 零 , 实际 上 , ЖК 
了 应 满足 

0<J <0; 0<J <oo 

(四 ) bu 的 表达 式 

在 斜 交 曲线 坐标 系 下 ，e 和 e, 不 成 正 交 ， 它 们 之 间 的 夹 角 gu 
也 可 由 е. е, 的 数 性 积 来 确定 , 即 


ее,= |e] |е,|созб,„, (а) 
已 知 
ere,=gu, |е| = ga, |е} = (b) 
式 中 guga 中 的 “i” 及 “六 都 不 是 求 和 指标 。 
于 是 必 有 
бу = \/диўн соз бу 
或 
совбу= — (8-21) 


9и9н 
对 于 正 交 的 曲线 坐标 系 ,由 于 gu=0, 所 以 cos0u=0, 0u==/2, 

由 以 上 讨论 得 知 , 要 使 所 选用 的 斜 交 曲线 坐标 有 实用 价值 , 除 
WE ama lyt, y, у) АМН. ER, 一 阶 偏 导数 存在 以 外 ,还 应 满 
足 变换 雅 可 比 行列 式 J 以 及 反 变 换 雅 可 比 行列 式 J 不 为 零 或 不 
为 无 穷 大 。 

附带 说 明 一 点 ,在 引进 度量 张 量 和 倒 易 度量 张 量 以 后 , 由 于 

Am Ае'— Aies B= Be,= Ве! 
所 以 4. 召 的 分 量 表达 式 有 下 列 几 种 可 能 形式 , 即 
A. B= А,е'. Ве! = Ае, Ве! = Ае. Bee! = Аде". B'e, 
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由 于 ене! 0%, е,-е'=8/, ее; gu 
则 A: B= ABg" = A'B'gu= A B'= АВ, 


第 四 节 度量 张 量 元 素 与 倒 
易 度 量 张 量 元 素 癌 多 关系 
上 一 节 引 进 了 度量 张 量 和 倒 易 度 重 业 量 的 定义 。 由 于 这 两 个 


张 量 在 今后 讨论 中 有 着 重 观 的 寿 义 , 困 比 ,这 一 节 将 着 重 讨论 两 者 
关系 。 


由 Wi g, ех, 


ехе 6 (exer) 
得 
ене m (EX Cx) (ехе) 
9 enteke - @ 
又 бехе). exe -| | sj” 
ее, ее, j Gis gu 
R бехе) (ехе)-- |9 | 
Sa Фа 
如 令 
dyas 99 Ja 5] 
Su Фә 
则 由 于 度量 张 量 行列 式 可 写成 
9а Ju Jis 
9= | 9н gy Jr 
9н 94 Sw 
py 


(вхЬ)+(сха)=в.[Ьх (cxd)] 
=a: [(6-d)c— (b-c)d] ~ (a-c) (b:d) — (а-а) (б.с) 
ac ea:d| 
b-c b.d| 
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可 见 Gy 是 9 的 子 行列 式 。 
同时 , 由 度量 张 量 的 性 质 , 有 


[ee (e,xej)]"=V*=g (e) 
将 式 (b)、(o) 分 别 代入 式 (a), 可 得 
ГА -& (8-22). 


这 样 ， 即 初步 求 得 倒 易 度量 张 量 元 素 与 度量 张 量 元 素 间 的 关 
系 。 但 式 (3-22) 仍 有 不 方便 之 处 , 还 可 加 以 简化 。 
事实 上 , 由 行列 式 性 质 , 在 一 般 情况 下 为 
9= 0+ аба бу диб 


于 是 9-02. 

式 (8-22) 可 改写 成 
0 2 
ад Әй (ing) (8-23) 


以 上 关系 式 对 今后 的 讨论 有 着 十 分 重要 的 意义 。 


АТ KEEPA AEH 
£ TF, 各 种 分 量 间 的 相互 关系 


从 以 上 讨论 得 知 ,采用 基本 矢量 e, 和 倒 易 基本 矢量 et, түй 
一 个 矢量 À 在 斜 交 条 件 下 写 出 分 解 式 。 但 是 , 由 于 在 斜 交 曲 线 坐 
标 系 下 , 基本 矢量 e, 及 倒 易 基本 矢量 et 因 次 不 一 定 相同 。 为 保证 
Ае R Де 的 因 次 和 矢量 A 的 因 次 相同 , A А, 的 因 次 有 可 能 
不 相同 。 由 于 这 一 原因 ,矢量 А 的 协 变 分 景 А, 及 逆 变 分 量 A 
有 物理 意义 或 几何 意义 ,引进 这 两 类 分 量 , 纯粹 是 为 了 将 矢量 A 
在 斜 交 条 件 下 写 出 分 解 式 。 

车 沿 @' 及 e@ 方 向 分 别 取 单 位 矢量 如 及 以, 则 在 第 一 章 中 已 明 
180. 


确 
a= A.L, at= Al 
为 协 变 物理 分 量 和 逆 变 物理 分 量 。 由 于 所 取 的 单位 矢量 &、 必 十 
无 因 次 的 , 所 以 ws、 a! 的 因 次 和 A 的 因 次 相同 ， 但 不 可 能 将 A 在 
XREF, H a Ra G ARROLA 83-8), 也 不 可 能 利用 中 或 
а 来 进行 一 系列 的 分 析 、 运 算 。 
这 样 ,两 类 分 量 各 有 优 缺 点 。 为 
了 充分 利用 它们 , 在 分 析 、 运 算 时 采 
用 协 变 . 逆 变 分 量 , 当 得 到 最 后 结果 о 
再 转换 为 物理 分 量 。 T 
要 做 到 这 一 点 ， 就 必须 找到 两 o 
者 之 间 的 相互 关系 ， 本 节 将 着 重 讨 
论 这 一 问题 。 ы 
(—) Ик аА БИЛЕ. ERAR 
由 两 类 分 量 的 定义 式 
a;= А-1, B e= Мн 


i säte L д 
可 得 а С) = е 
已 知 А:е= Ау 
所 以 


Q' 


A= Мдаа (8-24) 
同 理 可 得 
А Ута (8-25) 
(二 ) 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 间 的 关系 
由 于 A= Ate, 
将 上 式 左 右 两 边 与 el 作 数 性 积 ,得 
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A= А+е,— A (е-е) = дА! 
同 理 , 有 Жы | (8-26) 
式 (8-26) 可 分 别 写成 
А, gu 9а Js [A 
ВВЕ Jaa = |“ 
Аз фа Sea 9 JLA? 
A] Га P Pfa 
RRHH 
aj l œ eliaj) 
如 是 正 交 曲 线 坐标 系 , 则 因 
##=4=0@%=]) 
于 是 ,在 正 交 条 件 下 , 协 变 、 逆 变 分 量 间 的 关系 为 
Ai=gud', A'= А, (8-27) 


注意 : (8-27) н “4” 并非 求 和 指标 。 
在 笛 卡 尔 坐 标 系 下 , 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 就 是 投影 分 量 , 不 存 
在 相互 变换 的 问题 , 但 如 要 写 出 相应 的 关系 , 则 为 
A= 834; 
今 以 速度 9 为 例 ， 求 出 柱 坐 标 系 、 球 坐标 系 下 , 逆 变 、 协 变 分 
量 间 的 关系 以 及 它们 与 物理 分 量 间 的 关系 。 
1. ВАА 
由 于 在 柱 坐 标 系 下 , ga 一 gr 一 二 go 一 gop 一 人 9、 gos 一 gu 一 二 所 
以 
ТЫЛА ТЫЛА ТЫ 
式 中 Ve Vo Va 为 速度 9 的 协 变 分 量 ; 
МАЛАА 为 速度 吃 的 逆 变 分 量 。 (8-28) 
v =V,. v,= 1 V..v,=V* 
vr=Vr.vs=rV*, v,=V* 
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式 中 oo, 0, 为 速度 的 协 变 物理 分 量 
or or ot 为 速度 的 北 变 物理 分 量 。 
2. ВАЊА 
对 于 球 坐标 系 , 因 
Su = gan=l, фат бе R°, gss= ge; = R° sin° @ 
所 以 
Ve=V®, e = Ry®, о, = Е?віп?0 V? 
%= Vs, ъ= АЁ» рее (8-29) 
VV =y’, W= Rsin0 фр" 
В (8—28), (8-29), 可 以 证 明 
WEF, b =. b = } 
®һ=®Ё Фо w, o, = 
MER RERET, FD C yB ЗЕ ФР ТИРИ, F 
面 还 将 证 明 所 有 的 正 交 易 线 坐标 系 都 具有 这 一 性 质 。 
ЖЖЖ, 对 于 微 元 位 置 矢量 dr, 的 逆 变 、 协 变 分 量 , 也 可 建 
立 起 类 似 的 关系 


(8-80) 


dat= g" йл, 
da = gu da’ 
(=) k-rEET B] 3362 X Bl 60 28 X: 
基本 矢量 e, йла, 就 可 以 向 倒 易 基本 矢量 方向 分 解 
=й 


(8-31) 


e= (еее! 
由 已 知 定义 式 
ее gy 
可 得 
e= те! 
同 理 亦 可 得 | (8-82) 
еў, 
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e,= (e eje =8/e, } 
е (ее) в' = је? 
如 为 正 交 曲线 坐标 系 , И 
et 一 gues = g'e, 


(8-82) 


式 (3-82) 即 为 所 需要 的 基本 矢量 与 倒 易 基本 矢量 之 变换 关 
系 , 就 这 一 意义 而 言 , gy 可 看 成 是 e, 的 协 变 分 量 ,而 g” 则 是 e 的 


逆 变 分 量 , 84.37 是 e, 及 et 的 道 变 与 协 变 分 量 。 
将 式 (3-82) 左 右 两 边 与 e" 作 数 性 积 , 则 得 


e e= gy(e'. e") 
因 已 知 e, er=8k, el. e= g” 
于 是 
940*= бг } 
gug” =ò =3 


这 一 关系 式 和 在 笛 卡 尔 坐标 系 下 
бид» = д 
相当 。 
或 以 矩阵 表示 , 则 有 


如 将 式 (3-33) 展 开 , 则 (例如 ) 


ga ga ga fg g 9° 100 
ga фа 9 |19 g” 9° (=10 10 
Isi Jsa Jas Lg” g” g” voa 


gug +gug”+gug™=1 (¿=1,k=1) 
9ng”-rgag2+gag2=0 (i=1, k=2) 


СЮ 1] EH g= Gug 证 明 gug” =t 


Е. 由 度量 张 量 及 倒 易 度量 张 量 的 对 称 性 当 i= k hh 


пари дирди it 
因 gaGa=9, 所 以 
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(8-33) 


gug*=1 
AR itk, HF g”=G a/g, WJ 


— Q 


„_[1@=® 
于 是 по" т) 
即 gug”=ò} 


通过 以 上 例题, 可 从 不 同 角 度 证明 关 系 式 (3-33) 成 立 。 
除 此 以 外 ,我 们 从 式 (8-88) 可 看 出 , 式 (3-83) 实 际 上 可 表示 成 


ga 9а ga [9° 9° g” 100 
Ë Sos Jas Ë z|- 1 ] 
Jsi gea ga 19 Ф? g” 001 
或 [gu] [g*] = Гди] 
BP [g] F [gu1 RWE RE, WE [gu] ЯП [g*] 3 3933 5636 BE , 因而 必 有 
G. 
ШШ 


对 于 正 交 曲线 坐标 系 ， ВР 07-40000), 则 以 上 结果 退 
化 为 


(8-84) 


š 9191—1091. gg | =—1 } 


grgu—1 
利用 式 (8-84), 可 进一步 求 得 正 交 曲线 坐标 系 下 a 与 4 间 的 
关系 式 如 下 : 
由 A= Vguas A= Vg at 
Аб ga At 
将 第 一 二 两 式 分 别 代入 第 三 式 , 则 
а= V g"gu at 
由 式 (3-34) 可 得 
@=а' (8-35) 
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对 于 正 交 曲 线 坐 标 系 , Bi 1, =E, 即 对 应 的 基本 矢量 和 倒 易 
基本 矢量 方向 相同 ,所 以 
A.L = Al, uma, 
(四 )、 应 用 以 上 结果 , 还 可 求 得 斜 交 条 件 下 а at 之 间 以 及 
与 4! 间 的 关系 ,由 
А gyA! A= N gut, A= T/g а! 
可 得 ga а= дим а! 


вт sa а 


或 a= gf gu. а 
Saga 
但 因 соз ут v gagu 
于 是 可 得 aaa! [Н] 2 8 sü Y 
щ == /gab cor Өлай (8-36) 


展开 之 ,得 ( 令 i=1) 

а= У gug co8011 a+ VM og? сов q+ V Jaag” соз Ө а? 
由 于 созбу =1, Vga 23, 因此 上 式 又 可 写成 
或 mM gn rosie 


а = V ga А%+ V gaa 008813 А? У дзз сов 018 A? 
(8-87) 
(E) 当 坐 标 系 为 正 交 时 ,应 是 
а-а, а= Ун A(R A= g'at) 
H A= A'e, 
e,= ga l, 
可 得 A=A'V gul 
这 里 的 Agu 是 矢量 4 之 可 分 解 分 量 的 模 ， 如 令 
а= AN gu 
* 186» 


则 A=a4, 
a= Аи = N gu 0° Ау 
| e 
= gug” N дн аз 
(六 ) 以 上 已 求 得 在 斜 交 曲 线 坐 标 系 下 ,，、 矢 量 和 4 各 个 分 量 间 
的 相互 关系 。 但 这 些 分 量 都 是 相对 于 斜 交 曲线 坐标 系 的 ,而 斜 交 
曲线 坐标 系 的 局 部 标 架 不 仅 方向 随 空间 位 置 变化 ， 其 基本 矢量 e, 
和 倒 易 基本 矢量 et 也 是 必 的 函数 , 所 以 , 这 些 分 量 不 可 能 提供 明 
确 的 概念 。 为 了 便于 分 析 , 下 面 进一步 求 得 矢量 和 4 的 协 变 分 量 与 


向 卡尔 坐标 系 的 诸 分 量 间 的 关系 。 
由 А = Ае, 
елщ 
可 得 
A= Au, (3-39) 


HT п, 是 笛 卡 尔 坐 标 系 的 单位 矢量 , 因此 可 将 上 式 看 成 是 矢 
ЖААН, WSA HRE А FARSFARSZ TF 
的 分 量 , А] 

A= A(ju;, 


RP A-A e a дз 0и де 0л. REZ, 


ду 1 1 
А sss А ае 

=A E да ау ү дв ду 
А00) = +A Bs + © 


(3-39), 


дз ёй ү дэ © + да ду? 
4 @) = A дә 20 дз Bhs 
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лс) ду 0 Кш At 


да! д? ёа? 
29 | |Ж Ж | 


由 此 可 见 , 只 要 知道 A 以 及 雅 可 比 行列 式 , 立即 可 求 得 矢量 4 在 
笛 卡 尔 坐标 系 下 的 投影 分 量 。 


° 


Е 


第 六 节 矢量 在 针 交 曲线 坐标 
系 下 的 协 变 变 换 和 北 变 变换 


第 一 章 曾经 讨论 过 矢量 在 笛 卡 尔 坐 标 系 下 的 变换 ， 这 一 章 实 
际 上 是 分 析 笛 卡尔 坐标 系 和 斜 交 烛 线 坐标 系 间 的 相互 变换 。 对 于 
后 者 的 讨论 是 以 下 列 几 点 作为 基础 的 : 

(一 ) 曲线 坐标 区 和 笛 卡 尔 坐 标 多 存在 着 函数 关系 

zt == lyt, у, у) 
这 一 函数 在 所 研究 的 定义 域 也 内 应 是 单 值 .连续 可 导 的 。 在 定义 
域内 的 每 一 点 , 雅 可 比 行列 式 不 为 零 , 即 
Mt 


(=) 由 以 上 一 点 引出 ,其 反 函数 


y'=y' (a, а?, a) 
在 定义 域 卫 内 也 应 满足 上 述 条 件 , 且 在 每 一 点 的 行列 式 
i Te E ad 
两 个 行列 式 闻 存 在 下 列 关系 
aa, om дё, P. р) ү 


DUL P, у) Dol, а”, ау 
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前 面 就 是 根据 以 上 几 点 , 先 引进 基本 矢量 和 倒 易 基 本 矢量 , 然 
后 引进 度量 张 量 与 倒 易 度量 张 量 的 。 
这 一 节 要 进一步 讨论 , 假定 存在 两 类 曲线 坐标 对 及 2 它们 
存在 下 列 关系 式 
а, y’, Ne mtu, у, y) 
а= 000, а, a) 
ай (а, 009, 29) 
于 是 ,由 L 


Blar, z", ат) Ole z", a) ӘС, P, уу 
可 得 ааа) ари) EC 


和 以 上 讨论 相 类 似 , 如 果 要 实现 x! 与 oa” 间 的 相互 交换 , WERE 
列 雅 可 比 行列 式 均 不 为 零 。 

以 此 为 基础 , 下 面 分 别 讨论 e, 和 et 变换 关系 , 并 由 此 引出 逆 
变 变换 和 协 变 变换 的 概念 。 

1. еже HERR 

设 老 曲 线 坐 标 为 z ШВА э", 由 于 坐标 位 置 矢量 rm 
为 绝对 矢量 , Вр 


тр-тъ 
J e; 为 z* 下 的 基本 矢量 , 则 由 基本 矢量 的 定义 ,应 有 
е дт» _ Orp ӧл! -22 (tr 
* ӨЧ“ ды Әр" N O07 


NE 知 SF 为 老 坐标 系 下 的 基本 矢量 en 故 上 式 可 改写 成 


及 (8-40) 


对 于 e” 也 可 采用 完全 类 似 的 方法 , 由 于 
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e= e 
аг | (8-41) 
2. 矢量 的 协 变 变 换 和 逆 变 变换 、 协 变 矢量 和 逆 变 矢量 
HR (8-40). (8-41) R H, 这 是 两 种 完全 不 同 的 变换 式 。 如 果 
设想 两 种 变换 式 中 的 偏 导数 可 以 “ 拆 开 ”, 则 式 (3-40) 可 写成 
vies— Әче; 
这 一 等 式 左 右 两 边 新 、 老 坐标 是 肉 调 一 致 的 。 式 (3- 入 ) 则 不 同 ,如 
将 其 “ 拆 开 ”, 则 
` дме'=да“е! 
上 式 表明 ,等 式 两 边 的 新 、 老 坐标 不 相 一 致 。 
前 者 称 为 协 变 变 换 ,而 后 者 则 称 为 逆 变 变换 。 
为 了 加 深 对 两 种 变换 的 理解 ,下 面 举 数 例 说 明之 。 
[例题 别 ”作为 特例 , #4 т"',т* 为 第 卡尔 正 交 坐标 如 人 多 则 有 
#ё=е,=и,е*'=ей=и 


而 式 (3-40)、(3-41) 退 化 为 


s= ду"* муш = ч 
或 шеа, (Wk =i) 


上 式 可 看 成 馆 卡 尔 坐 标 系 下 的 对 应 关系 式 。 但 由 式 《1-43) 可 以 证 明 以 上 两 
式 实际 上 是 一 个 式 子 。 从 这 一 结果 表明 , 对 于 笛 卡 尔 坐 标 系 , 就 不 需要 区 别 协 
变 变 换 和 逆 变 变换 。 

[例题 3] ”已 知 柱 坐 标 系 的 eo 试 求 出 球 坐 标 系 的 可 
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由 s 2 


Kar sl 
„дй 
已 知 mær, Pp, =s 
z*1=R, z=2=0, у'%=р 
以 及 四 一 cos p u1--Sin физ, ea=r(— in uy + сов gus) 
es 一 Ma r= Rsin 0, s= R cos 0 
则 a= 条 (оозр шу+йарид +-б®-(— rein фиу+-гсовриз) +28. ша 
以 及 4-9 et 名 8-8 e, 
др. 
АМЕ T 
аренде 
22. P a0; m 
但 又 由 ЭЕ =sin 0; SR 055 cos 0 
27 = Вов; =o; 22 — R sin 0 


T x=. — 
可 得 еп" віп @ e, + cos ge, 一 sin 0(cós p ы{-Евїп р ыз) -совб us 

ee = B (cos 0 e, — sin 0 е) = R[cos g(cosp u1 +sin p u3) — in 0 us] 

#»= е„==т (— sin p uz +008 р ыу) = Rsin0(—sinpui+ocosptu з) 

这 一 结果 和 前 面 是 一 致 的 。 对 于 倒 易 基本 矢量 间 的 关系 , 读 
者 不 妨 自 证 。 

根据 以 上 讨论 ,可 以 求 得 在 斜 交 曲线 坐标 系 下 , 定义 绝对 矢量 
解析 定义 式 如 下 ; 设 A 为 绝对 矢量 , 则 


А'=А 
或 Аче; = A'e; 
w 
ая em e; 
于 是 (49 207. н) 


е 通常 不 为 零 , 要 保证 上 式 成 立 , 必须 
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(8-42) 
同 理 可 证 Ач A; 


与 式 (3-42) 相 对 应 ， 笛 卡尔 坐标 系 下 , 定义 绝对 矢量 委 的 解 


析 定 义 式 应 是 
所 以 上 两 式 实际 上 退化 为 
A; =ayA; 
ший, 5Җ (8-42) NEREALA RERET, 定义 矢量 4 
为 绝对 矢量 的 解析 定义 式 。 
分 析 以 上 所 得 结果 , 发 现 式 (3-42) 中 的 第 一 分 式 是 逆 变 变换 ， 
第 二 分 式 为 协 变 变换 。 因此 ,如 矢量 А 为 一 绝对 矢量 , 则 其 逆 变 
分 量 应 是 道 变 变 换 , 协 变 分 量 则 应 是 协 变 变换 。 
为 了 说 明 问 题 ,下面 再 举 两 个 实例 。 
[例题 绍 ” 设 流速 b 在 笛 卡 尔 坐标 系 下 的 分 量 为 we=o o =0, 0,0, 试 应 
用 变换 关系 式 求 得 柱 坐 标 系 下 的 分 量 w，tbe，uwe 
解 ， 由 协 变 变换 关系 式 
ӧз! 
WT % 
令 01=0= 00, V9=0=V,, u =0=%, 
siar, z2=y, Panser, =p, sdas 
U= Urs оф =, өф =з 
д) п 22022, 
ооду фе, 
5-08 
142. 


t 


由 22 оор, msing, o = reng, 型 -rom 
可 得 t, =, COS p= 0 COS gp; ts = — Ver Sin p= —resing 
v,=0 


又 因 s, = v,, поту, 于 是 最 后 可 得 
V,= u COSp; v = — sin p 
[例题 四 已 知 速度 在 柱 坐 标 系 下 的 分 量 为 „=%, у„=0, v,=0, АЖ 
笛 卡 尔 坐标 系 下 的 诸 分 量 。 
ж: 由 
«== ү 
可 得 = „+ s + = о, 


МЖ д, 


ду ° й 
„=t ot 名 te 十 u 
又 因 "ы м p у, vo=0 
于 是 Ve=VrCosp, vy=v, sinp 
站 以 上 讨论 还 可 得 出 ， 对 于 基本 矢量 ev， 它 只 能 进行 协 变 变 
:5 这 种 只 能 作协 变 变 换 的 矢量 通称 为 协 变 矢量 。 至 于 et 则 相反 ， 
2 АИ{ЕЖ ЛЕАЕЖ\, 这 种 只 能 作 首 变 变换 的 矢量 通称 为 逆 变 矢量 。 
ЖАЯ ШТ Ж! ЕЗЩ ЭКИ Уф Жат». 
П) 设 旨 力 笛 卡 尔 坐 标 系 下 某 一 绝对 标量 ， 现 将 其 变换 到 曲 
BERR аут, y, 多) 并 求 其 梯度 。 
既然 $$ 是 绝对 标量 ,所 以 
б, $e ә, d) 
根据 梯度 定义 以 及 求 偏 导数 的 链 法 则 , 得 
w эу 
已 知 Еа У цул? =e 
143 . 


ЫЙЫК a л Уф 为 
уф--26. е (3-48) 
式 中 уфе таак, ЯНЕ, 
$ 为 v$ 的 协 变 分 量 。 
先 证 明 Уф 为 绝对 矢量 。 由 


-ee 


T _ д2“ ч 
得 пф oDe z Z Ое 2 


вА x= mr sj 
于 是 уфе! 2%) -е-26. -Уф 


上 式 表明 Уф 为 绝对 矢量 。 根 据 这 一 结果 , 可 证 明 -如 应 按 
协 变 进行 变换 , 即 


(уф), —-д$- би „Фи (о, — G-4) 


щ-2®. 为 协 变 变换 


(2) МЕКИ т 的 微分 drp 
由 9p 一 fp(ot а, 25), 49 


drp= ат dat =e, йг! (8-45) 
5Җ (3-45) ZH, dr > 的 逆 变 分 量 为 dz 这 一 分 最 是 由 位 置 撩 量 г» 


微分 的 性 质 决定 。 
ih а-аа, aè, a”), ТТВ 
6144. 


do (8-46) 


式 (8-46) 表 明 , do" 是 道 变 变换 。 
应 用 以 上 结果 ,还 可 证 明 dre 为 绝对 矢量 , 由 


£ н 
Ser er Pr de ~ Serr er (ens) 


Е Өч as 78" 

所 以 4т>= 8 (еба) =e;do'=dr p 
由 此 得 证 。 

最 后 ,再 举 几 个 实例 作 进 一 步 说 明 。 


[例题 0] 《如 令 老 坐标 系 为 条 尔 卡 坐 标 系 , 则 任 一 矢量 А 的 协 变 分 晤 А, К 
逆 变 分 量 At 的 变换 式 分 别 为 


а= 4 
式 中 о 4 在 笛 卡 尔 坐 标 系 下 的 投影 分 量 (对 于 儿 卡 尔 坐标 系 ， 无 
ЖОЕ НИЛ а B), AF-S AT 分 别 为 we 及 的 分 量 \ 因 而 


а DA Pe 


sei аф= Ae 

上 式 表明 ， 两 类 变换 式 退 化 
为 矢量 么 的 协 变 分 量 与 逆 变 分 
量 的 定义 式 。 
[ИЖ 71 在 叶轮 机 械 气 体 动力 
学 中 曾 广泛 应 用 相对 柱 坐 标 系 和 
绝对 柱 坐 标 系 ， 这 两 类 坐标 系 也 
可 看 作 是 确定 同一 空间 的 新 、 老 “ 
坐标 系 。 如 图 (3-9) 所 示 , WG, 
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t, ARU y" "D ARRE E FRR ЕЛКА; (27, 9, 
z E Ga", а", "Зу 为 绝对 柱 坐 标 和 相对 柱 坐 标 ， 则 当 转 动 轴 取 在 ОЎ E, 
В Ot у Oy" 重合 一 致 时 
merim =r" но Ө=р+о) 
Params 

令 绝 对 坐标 系 下 的 速度 为 C， 其 相应 的 道 变 分 量 为 C% 相对 坐标 系 下 的 

速度 为 W, 相应 的 逆 变 分 量 为 WD， 则 
бї=б'=0,, =a "= 


Сат, Waw, Wr= Vg о, SE. 
Waw 
于 是 , ARTAR, 可 得 


Әт дву Әт Эв _дв _др_др_ де _ 
ЕН grat 20-27720 дг © о 


而 0=p+wt 
Әр. 
所 以 э ^1! 


应 用 =, 可 得 
2_1_or _1_ ш 
жыны 2 
将 此 结果 代入 上 式 , 即 可 得 
"0" 或 ч,=с, 
W*=0*—o 或 ш„=с,-шт 
W'=0* 或 w= 
ГИ 8] 试 证 4'B, 为 不 变量 。 其 中 A, В, 分 别 为 绝对 矢量 A. B И ЖЕ 
O 在 叶轮 机 械 气 体 动力 学 中 , JMEN О 作为 绝对 速度 , 以 作为 相对 速度 


+146 · 


分 旺 和 协 变 分 量 。 
证 ， 由 于 A. B 为 绝对 矢量 , 因而 


„-2°* Әт 
A= E DB 


于 是 4 ФЕ; дәв, 
+ =; W| 
LE .5 AB, 
Em = 
所 以 А**В}=дїА*В„= А*В, 
或 A*-B*=A-B 
由 此 得 证 。 


第 七 节 二 阶 张 量 的 变换 和 普遍 定义 式 


上 一 节 较 详细 地 介绍 了 矢量 (一 阶 张 量 ) 的 变换 ， 且 引进 了 协 
变 矢 量 和 着 变 矢量 的 定义 。 这 一 节 将 着 重 讨论 二 阶 张 量 的 变换 问 
题 ,并 从 中 得 出 普遍 张 量 的 解析 定义 式 。 

为 了 讨论 方便 ， 先 从 两 个 张 量 一 一 度量 张 量 和 倒 易 度量 张 量 
开始 。 

(一 )、 度 量 张 量 元 素 的 变换 

设 在 老 坐 标 系 2' 下， 其 度量 张 量 元 素 为 ga ТЕЙ ЙК Жа" 
下 ,其 度量 张 量 元 素 为 g?;, 由 度量 张 量 的 定义 式 可 知 


gu ele; 
А 
由 式 (3-40) u де, 
得 gu" a 2 (e,- e) 


BH е-е 9н, 于 是 
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Фя 2z al In” (8-47) 


式 (3-47) 表 明 ,gu 的 变换 式 相当 于 协 变 变换 。 
前 面 曾经 介绍 过 ,gu 可 看 成 是 e, РЕА В, е 是 协 变 失 最 ， 
则 其 协 变 分 量 按 协 变形 式 变换 也 是 很 自然 的 。 
对 于 正 交 曲 线 坐标 系 
{0049 А н 
isp-g) Тов 
д (8-47) 0 f 3, 
s= (pr) м-ә (з-ту' 
应 用 这 一 结果 ， 通 过 柱 坐标 系 的 jn TORERE R М Ш 
т. 
а= 0) (25)? + (26) м+(-# 
s= (27) м+( ч M+ (2) n 
„ nan ( Ər Y p 
Se= QD = (=) M (2) sx (2) м 
由 于 ёт —®їпб, -p т „де „дё о 


РЯ › ЭН др др 


а) 这 一 结论 可 用 不 变量 概念 直接 导出 如 下 : 
对 于 т", 其 微分 da" 应 是 


аач. е. а? 
ИТТ, 空间 任意 两 邻近 点 Р, ОВЕ А ас", Т ds* ЭРЕЛЕШ, ШЙ 
因 Ca dze daa 
所 以 90 т! da”! = gp, dz? азл 
或 (00-28. {уь )шчач-о 
于 是 得 0 om 


z =cos 0, 8 = R cos 0, ё. = -В віл, 名 -1 
м-1, №, hel 
代入 之 ,得 Фа (hi) =1, по (0) = 8 
= (hs) = R sia 
ЛТА Н А о 
(二 ) 倒 易 度量 张 量 元 素 的 变换 
根据 倒 易 度量 张 景 的 定义 


3 一 eey 


由 式 (3-41) 可 得 
g= оз“ д” 
7219 ди 
式 (3-48) 是 逆 变 变换 式 。 由 于 g JARE et нта, Й 
g" 应 按 道 变形 式 变换 。 
(=) 克 罗 尼 柯 尔 记号 8{ 的 变换 
由 6f 的 定义 并 结合 度量 张 量 的 概念 
人 一 ecel 


(8-48) 


` 也 可 看 成 是 混合 度量 张 量 , 对 于 9 可 变换 为 


87 = eles 


或 ai= „бт еп ба. Mir (е, ел) 
H е-ет-5), И 

= 6-01 (8-49) 
э (8-49) 29, ВЧК, 它 既 有 协 变 变 换 ， ЛЗ ЯЕ 
换 。 同 现 , 杰 可 证 明 


ЕЯ (8-49), 


49, 


由 以 上 三 种 情况 可 见 , g. ду 及 81 经 变换 后 并 不 改变 其 度量 
张 量 ( 倒 易 及 混合 张 量 ) 的 性 质 。 对 于 这 种 不 因 坐 标 变换 而 改变 性 
质 的 张 量 , 称 为 各 向 同性 张 量 。 

作为 特例 , 如 令 老 坐标 为 笛 卡 尔 坐 标 , 则 

CE Фә” ри x 2 

Әх! Oo! д 3x 

Эр оу 0970р Wr 
这 一 结果 再 次 表明 ， 笛 卡尔 坐标 系 下 的 克 罗 尼 柯 尔 记号 和 斜 交 曲 
线 坐 标 系 下 的 内 、 gu 相当 。 如 采用 协 变 变换 , 则 得 度量 张 量 元 素 


on 反之 , 则 为 俩 易 度量 张 量 元 素 9 。 
至 此 , 可 确定 二 阶 张 量 五 的 协 变 变换 、 逆 变 变换 及 混合 变换 定 


义 式 如 下 : 
1. 协 变 变 换 
Пу fr дч Пы (8-50) 
2. шею 
Bo" да” w 
п'ч- б>. бє lm (8-51) 
3. 混合 变换 
ipae. б” та 
ул өш m 
тү= О БРТ ШЕН 
式 中 “,” 表 示 上 下 指标 的 顺序 ,一 般 情况 下 
1414 
与 此 有 关 知 识 将 在 后 面 介绍 。 


如 果 同 样 写 出 竺 卡尔 坐标 系 下 的 对 应 关系 , WJ 
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Є 
п Ёл теб айп, 
Л м „ду“ д 

-部 名 后 六 


"i 


所 以 , 以 上 四 式 归 纳 为 


Шү = оок 
于 是 式 (3-50)、(3-51) 即 为 二 阶 普遍 张 量 的 定义 式 。 


必须 说 明 一 点 ， 二 阶 普遍 张 量 的 定义 式 还 可 推广 到 更 高 阶 普 
AKE. Mi, 对 于 三 阶 混合 张 量 瑟 s*( 二 阶 协 变 、 一 阶 逆 变 ) 的 定 


义 式 可 写成 
(四 ) 度量 张 量 行列 式 у 的 变换 式 
设 在 下 的 度量 张 量 行列 式 为 9", 由 定义 式 
әр әр әр 


Әх bo Әг 
ай әр ae 
мт | & 20, 


® x & 


Om 
已 知 Y рл 
所 以 ,可 将 上 式 改写 成 
Әт Әй Oa || дл OF 
Do дж” "jj ô д^ әт 
|a am ә | әл әр әр 


NI = |207 бз "| |ә дф до 
дї Or Әәл || әу әр a 


1 д5" д®% Әх || ə дё Om 


(3-52), 
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әх ә? ә 
0 д4 | — 
М = за | 9 
9 TB ўуз 2 (8-58) 
Bol ә? дз 
W Өг 2 
T (ай, æ, a) 
М = “ЭЧ шї зу V9 
la, аё, a) 
令 ат ey 
则 
М =DV9, = 0% (8-58)’ 
同 理 , 由 
әд әр әр 
дї “д “дщ 
ler гё әр 
Ме-|т ч 25 
Әл әр әр 
Om Or rs 
Q Әз әрз әл әр 
дї Qz Bi 22 д1 әрт 
|201 әт a az ap ae 
0 Әй ||B 2 Әх"? 
Мый ЫЗ A 
т бю lle 26 26 
-1 002", ш, д") 
те Иш олон 
则 Vy =D уу 
于 是 DD-1=1 


利用 以 上 结果 ， 还 可 证 明 微 元 体积 4 为 不 变量 ， 现 证 明 如 
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т. 
对 于 新 曲线 坐标 系 V, RIA 

ау" g da" da” do™ 

B Fg = DV g 
Dds” da"! dy” == йа? йа da" 

于 是 dV "= Vg da? dat dar =4V 
由 此 得 证 。 
下 面 仍 以 柱 、 球 坐标 为 例 , & 

М9 =r, айт, а? =p, =g 


2%= В, g =0, z=—g 


sing 0 ооб 

W 也 =-|Reosg 0 –Ееіп6| – Р(оов?0--віп?6) – В 
9 1 9 

于 是 “= Rr = R* sin3 9 


ЯВА, 微 元 体积 
aV = Vg ёл da’ da = R° sin 9 AR d8 dp 
属于 倒 易 度量 给 量 行列 式 的 变换 式 ,可 由 读者 自行 求 得 , 此 处 

нев, 
CU] НВА НИРКА g 和 相对 柱 坐 标 
BFA 9" 相等 。 

证 ， 岂 两 类 坐标 的 关系 A, sta=z"1=r, m=0=x"?2+ot=p+ut, m= 
wien, 所 以 -次 8р1, F 

19256353) и] у= д" 
[例题 10] RIE ела (е) ЕХЕ 

[证 ] 

令 


“a= Vg" ep (a) 
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м" =DVg ® 
以 及 
Or? ди 


L T ar oe © 
将 式 (b)、(e) 同 时 代入 式 (a), 立即 可 得 
ы a 
又 因 Eor =V Epor 
因而 СТЕ SE ae 


由 此 得 证 。 


EAS KERKEN 


无 论 是 笛 卡 尔 正 交 坐 标 系 还 是 笛 卡 尔 斜 交 坐 标 系 ， 其 基本 特 
点 是 ,坐标 系 的 局 部 标 架 , 其 方向 不 随 空间 位 置 而 变 。 因此 , 单位 
矢量 对 入 的 偏 导 数 为 零 。 

任意 的 斜 交 曲 线 坐 标 系 则 不 同 , 由 于 ev e(l 1) #622 zt BJ BB 
数 ,所 以 对 矢量 A= A'e,= Ae! 求 微分 时 ,不 仅 要 把 A А, AR zt 
Ж, Ше, е2. 这 样 就 使 问题 变 得 较为 复 
杂 ,以致 不 能 用 普通 的 方法 来 分 析 , 而 必须 采用 张 量 分 析 的 方法 加 
以 讨论 。 

这 一 节 着 重 讨论 矢量 А 在 任意 的 斜 交 曲线 坐标 下 的 微分 问 
题 。 

(一 )、 矢 量 А 的 绝对 微分 

在 第 一 章 中 曾 讨论 过 ,矢量 A 在 向 基本 矢量 e, 分 解 , 即 

A= A'e, 
E A e Ж ЮЖ, Br D) x +T Ei АН R Bj X t A 
Ala, а?, 2"), МКА ЛМ, У 
164, 


4А =аА'е,+ Ае, (3-54) 
式 中 de,¥0 
dA 为 矢量 和 4 的 绝对 微分 。 由 式 (3-54) пу, dA 由 两 项 组 
成 。 第 一 项 中 的 d At 反映 了 矢量 A 的 逆 变 分 量 随 空间 位 置 的 变 
化 ， 


ад -dv (8-55) 


第 二 项 中 的 de, 表示 基本 矢量 e, 随 空间 位 置 的 变化 ,同样 可 表示 
成 


de = 06 ада (8-56) 
以 式 (3-55)、(3-56) 代 入 式 (3-54), 即 得 
аА- (22. e+ A-E) аә (3-57) 
ЕЯ 
ФА —дА е a Ae. (8-58) 
则 
a4-34 шд (8-59) 


式 (8-58) 中 i DA- 为 失 量 4 以 逆 变 分 量 4 表示 的 绝对 协 变 导 
数 。 
除 此 以 外 , 由 于 矢量 A 也 可 向 倒 易 基本 矢量 方向 e! 分 解 , 即 
А-де 

因而 , 重复 上 述 步骤 ,可 得 
44 (24е, 26) аә 

或 (3-60) 
a4- 94А дә 
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яж са 
жй А, 表示 的 绝对 协 变 导数 。 
由 以 上 推导 得 知 ,矢量 ҮҮ дЫ. 
表示 ,也 可 用 协 变 分 量 А, 表示 。 
[例题 1] 应 用 以 上 概念 , 求 得 平面 极 坐 标 下 , RR 4 的 绝对 微分 
M: 在 平面 极 坐标 系 下 (*，9), 矢量 4 可 写成 


AxA e, + Ae, (а) 
其 中 
e, =s p Ustsing Uz, ep™r(—sin p Ui+cosg Us) 2 
于 是 dA= EArt Ares) de 
展开 之 ,得 
әл ad ү 24° 
да (аав) T (a+ ав), 
м, + {= © 
由 式 (b) 可 得 
0 де 1. =-=. 
дг ' Dp ask ЭИ ia 
代入 式 (e), 得 
аа (5 dr > dp—rArdp )e 
әде „dp ,Ar 
+(24 ж 207 ард 0а), 
令 4 一 ar sate, e,=L, e=rly 
u аа-а) 
1 am 1 
(= +)», 
“| = 
或 da= -® (а) do Jie 


+[(5=)* (ipta) 
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上 式 即 为 极 坐标 系 下 ,矢量 4 的 绝对 微分 。 

以 上 是 将 矢量 入 向 基本 矢量 ei 方 向 分 解 得 出 的 结果 。 

如 果 将 矢量 4 向 倒 易 基本 矢量 e! 方 向 分 量 , 则 通过 类 似 讨论 
仍 可 得 到 相同 结果 ,读者 不 妨 自 证 。 


[818042] 应 用 以 上 结果 , 证 明 平 面 极 坐 标 系 下 加 速度 为 


=p n(o 4) + (em), 
证 : ФА=ь 
da=dv, ШЖ 
[27-а +(e -ve) ap Ji + [Zear +( +v)æ |i 
_ дь, 2v (Рат 
a= 32 t= Dr) 


-2% ppe 1,4 | Dr ди "Рә з тә 
TR а S Sp SU Kum 2°] 
2 Dr ү д руе De] 
+E trop Dr а D e 


Dr + 
由 于 = 
v, | ду, | ду, а 
所 以 a= (2: — Т д), 
ду» , ду, дү, КА 
(5+5 ar asa Je 
Ж ED 
由 此 得 证 。 
将 式 (8-57)、 式 (8-60) 分 别 各 ее; ЕЕЗ, 则 得 矢量 А 之 绝对 
微分 4А 的 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 如 下 ; 
(4Ау'-4А.е'— [2E Cere) +A e190; |a 


(4А),-4А-е,-[$4& (ее) +A( e 26.)]am 
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але -[ у +4 erga) 
qA. = [2+ A( е2.) аа 
КАТЕ (е +) 
wa =+ д( e28 


(4А),= (VrA;)da* 
(gA) = (VeAN de 
2A (уаде, Z= (YANE 


以 平面 极 坐标 下 的 速度 ”为 例 ， 


220-0. etve); Vw- 部 -el 


分 别 令 (8-61) 


则 


(8-62) 


ат Qu. д” ‚©  ,. дт 
和 
дй | w 
V= 2 1 
+ 


— r 


00-00. (Vert ver) da 
= (Vv)erdr+ (У)е,а0 
十 (Vme)esdr 十 (Vone)esdg 
әу 
дг Zg re jedo 
A д ‚у 
(Greant ( S + „ад 
У,у, А ЁЗ HE S 3k J UP iy R lun ЛЕ ht; 


上 面 通过 对 矢量 4 的 分 析 看 到 ， 只 要 知道 ev、e%， 便 可 求 得 


де, де. ын ERREARI А 的 绝对 微分 44。 但 是 , MRE 
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MHARRKA, 
从 式 (3- йу, 与 笛 卡 尔 坐标 系 有 区 别 的 是 , 式 中 多 出 er 


фе. җе. 26. 两 个 因子 ， 为 此 , 就 要 着 重 对 这 两 个 因子 作 较 详 


тюля, 

(=) НИК KEE ря 
由 于 а= бт. 
所 以 е! 26. = е. 265 а 
令 Zine уз. 


Tf 称 克 里 斯 打 夫 第 二 类 记号 。 应 用 这 一 记号 ， TRR (3-61) 中 
ER n, 


Vyd’. ааль) (8-63) 
хв е, о 
于 是 er Be _ e.e 
或 e= еде. г, 


则 , 式 (8-61) 中 的 第 二 分 式 可 改写 成 
ту E HAien AL агр (8-60) 
занан, 
1. АЭН НЕНА ТАА е8 B 


基本 矢量 e' 是 “的 函 教 ( 即 随 空间 位 置 而 变 ) 引 起 的 , Вр 


Oe, де 
95-0, 95-0 


对 于 笛 卡 尔 正 交 坐 标 系 或 笛 卡 尔 斜 交 坐标 系 ， 克 里 斯 洒 夫 第 二 类 
* 159. 


记号 均 为 零 。 
2. 克 里 斯 打 夫 第 二 类 记号 的 表达 式 
由 定义 式 


дэт. 
Tl =e. 99 =e. sai 


"| ть t, 
以 及 rm = сы t 


Bof ё; 
可 得 Тыт Чн 


ә) y aof P 
-ar абон др п CD 


由 高 阶 偏 导数 与 求 导 次 序 无 关 的 性 质 ， 可 证 Г, ГЬ. M 
Tis 的 下 指标 是 对 称 的 。 
根据 以 上 人 性质, Tf 虽然 有 27 个 元 素 , 但 实际 上 只 有 18 个 元 
素 是 独立 的 ,事实 上 
Th=Th, Th= Tis, ja 一 了 3 了 3 一 了 和 一 三 2 
Гь= Гэ Гы= Ги, Га,= Ti Ti = Ti 
因而 , 独立 的 元 素 只 有 
Th, Гь, ГЪ, ГИ, Га, ГЬ, Tin ГЪ, Tas, 
Th, Гь, Гі, Th, Th, Гы, Th, Г 
3. 克 里 斯 杀 夫 第 二 类 记号 不 是 张 量 
克 里 斯 采 夫 第 二 类 记号 共有 27 个 分 量 ,但 它 不 满足 定义 普遍 
张 量 的 定义 式 , 因而 不 是 张 量 。 
为 证 明 这 一 点 , 先 以 柱 坐 标 为 例 , 求 得 柱 坐 标 系 下 的 克 里 斯 打 
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夫 第 二 类 记号 的 诸 分 量 。 
已 知 柱 坐 标 系 下 的 基本 矢量 e, 和 倒 易 基 本 矢量 e 为 


е. = совр. віп p Ho; e, =T ( — sin p {+ cos p tts) 
e,=tts; e" = cos ti, -sinptt;; е 10-р ч. + cos p Ua) 


е-и 


于 是 Ж -о, --—%ари, оозу ds; де. =0 


= — sin p 4+ 008p tts; = = —r(eosp U, віп p tss) 


де, 25, де 0. де, -5 де, _ 
-0 0; 5 2-0 


ôr др 
而 克 里 斯 洒 夫 第 二 类 记号 的 诸 元 素 可 求 得 如 下 : 
Г.Г, = Tis Tis Г, = Г, Tt = Tt, Га 0 
而 
人 -To 二 r-r, (8-66) 


所 以 27 个 元 素 中 只 有 三 个 元 素 不 为 夫 
如 令 老 坐 标 系 为 笛 卡 尔 坐 标 t, 面 新 坐标 为 柱 坐标 , АКАК 
标 下 克 里 斯 洒 夫 第 二 类 记号 的 27 个 元 素 均 为 零 , 如 果 Tf; 构成 三 
阶 张 量 ， 则 由 定义 式 , 柱 坐 标 下 克 里 斯 淋 夫 第 二 类 记号 的 27 个 元 
素 也 应 全 部 为 堆 , 但 实际 上 并 非 如 此 ,这 正 说 明 , HENARE 
类 记号 不 满足 三 阶 普遍 张 重 的 定义 式 。 
以 上 较 直观 地 论证 了 Th 不 是 三 阶 张 量 , 为 了 加 深 对 TI, б 
理解 , 下面 再 用 解析 的 方法 证 明 Th 不 是 三 阶 普遍 张 量 。 
令 新 坐标 系 wx F, 
Te (а) 
根据 矢量 ee! 的 变换 ,有 
+1. 


еч a e, e=- е, (b) 


将 式 (b) 代 入 式 (a), 得 
z" дал Әг де, СА 
ШЕ; Е F o tO е) 


由 于 = гу. e-e, mò? 


д2 дїї @ Әд" 
Ta ЕСЕГЕ д 


гї-ё" ди Qw p, OP дг" 
ЭТУ 007 Bo + Bago др 
式 (8-67) тна нн НИВ 8, 因此 ГЇ, KA 
必定 义 式 ,因而 不 是 张 量 。 
对 于 球 华 标 系 下 的 克 里 斯 末 夫 第 二 类 记号 , 有 
г-га Гь ГЁ=-В 
TE =  Ввіп?0; Гӯ = Га, —ocot@ sin Ө 
T,= — віп 0 оовб 
而 其 余 元 素 均 为 办。 
(=) 克 里 斯 杂 夫 第 一 类 记号 及 其 性 质 
从 前 面 的 讨论 中 看 出 ,在 张 量 分 析 中 广泛 采用 度量 张 量 gu(% 
可 通过 gu 表示 ), 这 一 节 又 引进 了 克 里 斯 杀 夫 第 二 类 记号 ,如 能 找 
到 g 和 TY 之 间 的 联系 , 则 仍 有 希望 通过 gu 来 进行 必要 的 分 析 。 
为 此 , 先 讨论 一 些 预备 知识 ,然后 引出 有 关 的 表达 式 。 令 


同 理 


| (8-68) 


ть 
ee 
如 将 eu 向 基本 矢量 e, 方向 分 解 , W 
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e= (е. )е,— Thes (8-69) 


由 上 式 可 见 ， 克 里 斯 洒 夫 第 二 类 记号 Г{ 可 看 成 ea 的 道 变 分 量 。 
如 果 将 em 向 倒 易 基本 矢量 方向 分 解 , 则 


e(o)" 


我 们 称 
росе. ёте @) 
hik 3 ЕУ 
为 克 里 斯 洒 夫 第 一 类 记号 ,于 是 
eu= Tae! (8-69), 
BR, Го 是 em 的 协 变 分 量 。 


由 式 (8-69), 如 等 式 左右 两 边 与 e 作 数 性 积 , 则 由 定义 式 (a)， 
立即 可 得 
T'i,a=gal'ly 
同 理 , 由 式 (3-69) ,如 等 式 两 边 与 e" 作 数 性 积 , 则 得 
Г, "Г, g" Tw 
于 这 ,两 类 记号 的 转换 关系 可 表示 成 


Th=g™ Г 
Г}к= “Г, ио 
Tm= ФГ 

3-71 
Г, guT yy } Өй) 


其 实 , 以 上 结果 如 利用 
еде", et= gen 
也 可 直接 求 得 , 例如 
Tunner- omer: LE —gmTh 
式 (3-70)、(8-71) 给 出 了 克 里 斯 朵 夫 第 一 类 记号 和 第 二 类 记 
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号 间 相 互 转换 的 关系 式 , 和 以 前 讨论 过 的 矢量 之 协 变 、 逆 变 分 量 间 
转换 相 类 似 ; g”. gu 起 的 作用 和 du 相同 。 这 也 说 明度 量 张 量 在 张 
量 分 析 中 的 重要 作用 。 

还 应 着 重 说 明 -一 点 , 克 里 斯 洒 夫 第 一 类 记号 也 不 是 三 阶 张 量 ， 
同样 具有 下 列 对 称 性 质 

Г,һ= Г.м 

《四 ) 关于 VA! УА, 的 讨论 

1. A, 为 协 变 张 量 ,而 V.A! 为 混合 张 量 

在 讨论 笛 卡尔 张 量 时 ， 曾 得 出 t WR- MKR ХЕ 
земат, 246 则 不 可 能 构成 一 张 量 场 。 因 为 -2 全 不 是 张 量 


яж, азият, 
设 矢 量 А 为 绝对 矢量 ,因而 


A= 


ал 4, 
FE ЕАН а" Ы 


дА: _ 
д т ы деч 4») 


=. Pa 
-+ 
дА, _ 3A, Om 
因 DI o DaT 
| дА _ дә дм дА, дм» 
所 以 207 7 027 Ba SSK) 


ERED, A 不 是 二 阶 张 量 的 元 素 。 
但 作为 绝对 协 变 导 数 的 道 变 分 量 则 是 二 阶 混 合 张 量 ,由 


‚ 164, 


о ô дА _ дА ду 


a Өг бә да" 
% y_ дА д? Әк"! 
A 
因 24 ау, да 
所 以 
"i 
u 2 б V, At (8-79) 


式 (8-72) 表 明 , VA 为 二 阶 混合 张 量 。 М, 7,4, 为 二 阶 协 
变 张 量 , 即 


VA 23. Vrha (8-73) 


在 斜 交 曲线 坐标 系 下 , 只 有 应 用 Vis, VA 才能 者 述 矢量 A 
在 空间 的 分 布 强度 ， 有 关 知 识 将 在 附录 工 中 以 平面 极 坐标 为 例 加 
以 说 明 。 

2. ViA’ 5 9,4, 间 的 关系 


根据 定义 
2A (елде, A (vA)e 

因而 vaimeni = (7,49) (е,-е) 

或 

"ОШООО өө 


8. 如 果 是 标量 函数 由 Ш Vo=- R Ууф 就 是 vd 的 协 
变 分 量 。 
对 于 笛 卡 尔 坐标 系 ,矢量 À рй 
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А=А()ђш 
式 中 AG) HRE А ЮВА, 由 于 u, Ш АИЫ, ВТ 
以 
上 式 表明 , 矢量 А 在 笛 卡 尔 坐标 系 下 对 О, ЖИЕ ш 
方向 的 投影 分 量 就 等 于 矢量 A 在 争 方 向 投影 对 久 的 偏 导 数 。 
显然 , 这 一 结论 只 适 让 六 苗 卡 尔 坐 标 系 。 
(五 ) 克 里 斯 休 夫 记 号 与 度量 张 量 闻 药 关系 


由 gy 的 定义 
Iy m (еге) =e, De er E 
aF В R В “a 
已 知 Drumer- Tunner- 
所 以 
ёз СаГа 
同 理 得 р “Жарыш (8-75) 


ST, +T. 
由 于 后 两 个 下 标的 对 称 性 , Ш 
Tm= Tm Г.һ= Га, Tey= Гь 
式 (3-75) 又 可 改写 为 
T+ T, a= 208 
айй (8-75), 
Г,„+Гьу= 52% ән a 
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这 一 方程 组 可 用 初等 数学 方法 解 出 , 即 
гы-1(@ uA) 
T. = 2 (4-0 _ да) (8-76) 


га 1098.99 Bs) 


ЖЕЕ әд, 

r= (+ 2-2) 
п) om 
н 1 ы дд» _ дды 
raog t) 

以 上 初步 求 得 了 克 里 斯 洒 夫 记 号 与 度量 张 量 元 素 间 的 关系 。 如 果 


是 正 交 曲线 坐标 系 , 则 由 于 gu 一 0(2 尖 力 而 gu 一 如 ， 两 类 克 里 斯 休 
夫 中 只 有 两 个 下 标 相同 时 不 为 零 ,其 余 均 为 零 ,例如 


Гьз= (бе _ )=o 


N ддз, gia _ 2ga) 1 д 
Таза AC E е- aa) T да (0) 


和 各) 要 
可 将 以 上 结果 归纳 为 
Toy= h i=j) 


Duum) 
E E) 


Tuy=0lG jAk) 
关于 克 里 斯 打 夫 第 一 类 记号 ， 当 mk 时 ，gm 关 0， 而 m= 时 ， 
+ 167 ， 


9-0, 则 


Гу= 0-2%) -^ == 


Гум 0 а). ы 


h д 
Ж h; 
еты ьан) 1 ар 
Гь-06%3+0) 
如 果 将 ГЪ 看 成 ГО, 的 特例 ,还 可 简写 成 
Г\ь=0(%#©)=®Ь) 
1 óh әшһ _1 Angu) 1 дм 
neka Еи ӨЫ "Эр 
-—-% 2u —1 де 
ги- 4.26.21 48 (8-18) 


应 用 式 (38-78), 可 较 方便 地 求 得 柱 坐 标 系 . 球 坐标 系 下 的 两 类 
克 里 斯 杂 夫 记 号 。 例 如 ,对 于 柱 坐 标 系 


T= l Og -12e i 


Sres Ë Biwi 1 
Тег, o er a Әр Тү 


对 于 球 坐标 , 则 


k= Í ay _ 1 Ən _ 
т» Bgm OR™ 2 ƏR 


o= = l ĉon l 2 1 
Tam “Igu ôR 2E ӘН (8) TE 


Tš- p lee _ 1 2 (Fosinsg)~- — Bein 


ma a д 10.0896) = —sin 8 c08 


s. 


а гс зі е разу -y m sin?) = sin Ө eot 0 


以 上 讨论 了 度量 张 量 元 素 对 坐标 之 偏 导数 与 克 里 斯 洒 夫 记号 
间 的 关系 。 对 于 倒 易 度量 张 量 多 对 坐标 的 仿 导 数 也 可 类 似 地 求 
得 如 下 : 


由 #“—е'-е' 
@ S sa 
但 де (ее. `e r J 
于 是 有 OCT 
或 
= — erta gurta 
同 理 , 有 BE [Tt (8-т8у 


РЯ = 9% Гу+ Ti 


以 上 着 重 讨论 了 克 里 斯 洒 夫 记号 与 度量 张 量 元 素 之 间 的 关 
系 ， 应 用 以 上 结果 可 进一步 求 得 克 里 斯 休 夫 记 号 与 度量 张 量 行列 
R g 的 关系 式 如 下 : 


gu Фа 95 
由 9= |92 Фа Jos 
Sa Ysa Jas 
gu ga l gu Ja Ja 
og _ | 9 42 аф д 
gal Jaa 


- ддв 
可 得 Do Ja Ja Ja Ə O Әг 
gs1 Jaa Jas Isı Yaa Jas 
‚ 169, 


十 | 93 ga ga 
(8з 


а Әдә д‹ 
-ÎN autt Gy+ бу ө, 
- 2 g, 
m 35-489 


на 900%, U = Tata Ta 
代入 上 式 , 即 得 
E = одаг) 
或 эб ры Г + ЫГА) 
根据 式 (3-83) 
99—50, gg =, 
于 是 LIOTTA) 
对 上 式 作 指 标 缩减 运算 , 则 得 
D-ILL) 


р “š” R “ j” 均 为 求 和 指标 , 而 由 求 和 指标 的 性 质 ， 可 令 i= 
j=p, 因 此 得 


=s Tto =2yrt, 
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г 
TB 一 r. rk ar Vg (3-79) 
式 (3-79) 提 供 了 克 里 斯 休 夫 记 号 与 度量 张 量 行列 式 g 之 间 的 
相互 关系 , 它 对 以 后 的 讨论 起 着 重要 的 作用 。 


第 九 节 和 斜 交 曲 线 坐 标 系 下 ,标量 吃 的 梯度 、 
矢量 A 的 散 度 和 旋 度 


对 于 标量 场 , 可 用 标量 的 梯度 表示 其 分 布 强度 ; 对 于 矢量 场 ， 
则 可 用 矢量 的 散 度 及 施 度 表示 。 矢 量 的 散 度 可 看 成 失 量 的 数 性 导 
数 ,而 族 度 则 可 看 成 矢量 的 矢 性 导数 。 
C) 标量 由 的 梯度 
某 标量 场 的 标量 Фф, 它 既 是 才 的 函数 ,也 是 多 的 函数 ,因而 
qa = 95 4-29. 2и. dat 
Е обратат УФ 的 第 了 个 分 量 ; -人 -为 @ 
的 第 j 个 分 量 , 于 是 有 
d= at= (фера 


《1) 其 实 ,此 式 也 可 直接 利用 度量 张 量 行列 式 g 的 定义 式 对 坐标 的 偏 导 数 求 得 如 
F: 


由 VT -er lexe], TR 
207 2 ler exe] 


-@. (exes) + er (е xes)+er (ех-29) 
Гев: (ех ез) +Г Гез: (ex es)] 

+ГЫ ел: (eaxew)] 
= Cht hth) [er (exes)] 
сонъ) T= Г/Т 


于 是 rieg 207. 


171, 


根据 矢量 之 协 变 分 量 的 定义 ，V%'"e: 是 Y% ТЕЁ} ЖН RR R 
下 的 协 变 分 量 , 由 上 式 可 得 


号 -ve (8-80) 
式 (3-80) 表 明 ,在 斜 交 曲线 坐标 系 下 ,vd 的 协 变 分 量 为 ad/aaf。 
如 果 将 vd 向 倒 易 基本 矢量 分 解 , 则 
vs- = (5, 
由 于 e'= g'e; (3-81) 
所 以 ,V$ 又 可 写成 Vo= (g'e; 22) 
在 实际 使 用 时 , 常 以 曲线 坐标 系 单位 矢量 4 表示 。 由 


e= gsl, 
可 得 


99-0912) (8-81), 
2163-80). (8-81) 8 V4 在 斜 交 曲 线 坐 标 系 下 的 表达 式 。 
ПЕЕВА, W g=- g-oj), 
-1,2% 
Vo= 1, 
于 是 $ Toa ШЕ? 
或 


L ô L дф L дф 
v4-—— E 2 -7 是 
t-J t Sga t Sg Gor CD 
对 于 柱 坐 标 , 由 于 ga 一 十 дат, ga =1 
L=L, L=l, L=1l,= u, 


; -%. 
所 以 a. Za 1,261, 
至 于 球 坐 标 , 则 由 于 
91=1, gaa = R°, gaa = R°sin*@ 
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Ll, =l, bl, 


1 аф 
因此 Ve- atiy tay 99-6 
由 梯度 表达 式 
тр-ед$_ 
可 得 哈密 尔 顿 算 子 
ð 


V=e' -2r = g'e; Rr (8-83) 


密 尔 顿 算 子 Y 有 两 种 功能 : 一 是 可 作为 矢量 进行 运算 ; 二 
ee 对 其 后 面 的 函数 (标量 或 矢量 函数 等 ) 进 行 微分 
运算 。 既然 Y 是 矢量 , 则 由 式 (3-83), 其 协 变 分 量 和 道 变 分 量 分 
别 为 


bop 
r. | А 


n g2 
Vy 
应 四 以 上 结果 , 起 得 流体 力学 中 常用 的 算 符 9 如下， 
由 v=eV5 k 


+V =e. ‘eer y'al 27. 


因 Si 02. 27, ТЗН ААБ ТЯГ V-V 的 表达 式 为 
vv (8-83)” 
(=) 矢量 Ай 
由 矢量 А 散 度 的 定义 式 
йуА=у.А 
18+ 


及 哈密 尔 顿 算 子 表达 式 
V=e' r = ge, = У=е'у,=еуу! 


则 有 divA=V.A=e' 2..4 -< 对 
由 式 (8-62) ,得 
divA=V. A=e'. (V,A’)e;=V,A!(e'-e;) 
或 
У.А= (9,47): 4 (8-84) 
t 
但 已 知 wai (225, Peru) 
2 
Th= Bar m Vy 
因而 А-та i a An Ñ 
әд. 1 avy 
z V.A= +a 1 
或 52 方 


Or! 


7-4-7 (Му А) 


VA j VT 4) ау 


"УКУ i 十 4 27) 


以 上 结果 如 用 算 子 了 的 道 变 分 量 或 协 变 分 量 来 运算 则 更 简 单 , 事 
实 上 ,由 
УА неу. A=et. (VA)e,~ (e'-e;) (V.A) 
由 于 et@j=8; Bf bt 
V-A =ò; (V.A!) у, уду 


ME, V= gen ar =en пр 


"14. 


V.A=enV". A= en (У"А)е!= (еһе!) (У" А) 


|| е-е! = $, 
则 у-А=8(У"А) =У"А„=\!А, 
所 以 V.A=V,.At=S:A, 
[例题 18] iit v.A=tr[V,A1] 
ш: 
由 VAE Ат, 
© j=k 并 求 和 , 则 
Wht 7-24 + лг, 
-l av 了 
因 Тес Эг 
Я B24* 1,1 av 了 
则 NE At E 
=. 1 90/95 vo, 
或 EA A 
由 此 得 证 。 
如 4 以 相应 的 物理 分 量 表示 , 则 由 At = Mra, 得 
V-A- ага) (3-85) 


对 于 正 交 曲线 坐标 系 , 因 gu 0G* j), у= 911921022, g= М, фа= 
ht, gss = № ТЦ 


V-A- (Уна) 
+= (gagu а) + Rr (/gugaa | 
或 YA ут (Һа?) 


+ Br laad’) +r Qha) | 


(8-86) 
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注意 , 在 正 交 曲 线 坐 标 系 下 ,at 一 ai。 
应 用 式 (3-86) ан Е ЯТТ RUE 
1[ д(тад_ ү да, | Ә(ға,) 
Меш аьаа E 
1 8 š 
WAS ano o n an) 
+ (Bsing а) +2. (Rao) | 
(三 ) 拉 普 拉 斯 算 子 a URAR 
БЛИИН дахана ЕБ, ЕПВ 


A=V.V= УУ i PENTE] 
Yagi ð 
已 知 Vegi p, 
9 1 әү а 
所 以 RTV -2 (v g z 2) 
ШИ, ГИ сф 2 Bi 3⁄0 ЖК А 的 表达 


式 如 下 : 
对 于 梯 量 场 ,其 梯度 的 散 度 定义 为 


Уф = Аф=Чїу (дтай)ф= = [Vz (атайф) i 
已 知 grad 的 协 变 分 量 为 -28 、 乾 变 分 量 为 g.2 
因而 4-7 (Vz o =) 
ИТЕ ӘЛ, ad= < E (Vs 45) FE 
A 二 (VI 2) 


т amiy АУУЗ та 
* 176, 


(8-87) 


如 果 是 柱 坐 标 , 则 


T| +С) +] 


p 
_1 д 1 г г 
或 AT (е) E 
而 球 坐 标 则 是 
ә ð 2 
a= эн a) Ру J 910-27) 
1а 
ттр ару 


由 此 , 还 可 进一步 求 得 矢量 А 之 散 度 的 梯度 如 下 。 
根据 定义 ,djv A 的 梯度 应 是 
У(У, А») = et 2109,49) =grad (div A) 
其 协 变 分 量 为 
[grad (div A) J= fr (7,49) ~ Vi(V, 4) 
而 逆 变 分 量 则 为 
[grad (div А)]'— 070, (7,49) — #9, (у, 4s) 
(四 ) жи А 的 旋 度 表达 式 
由 旋 度 定义 式 
rot4=-Vx4 及 V=e' a 


可 得 VxA~ex 9 худе 
或 Vx A= (е'хе!уу,А, 

但 efxe 一 sm- 全 一 em “P= Einen 

于 是 Vx A= сабе, аһ(У:4;)е, 


6177. 


= Vx A= (A -ua 
+(VsAi—ViAs)es+ (V; A. — V,A)@s] 
根据 式 (3-64) 
у= 24, А AD, т, 24 Агу 
ИЖ Ti= Г, к. 
1 ra4。 84， 
yxa- (e )е 


д! a 
6-6) (8684) а] em 
或 以 行列 式 表示 
е, ea es 
1 9 г а 
УХА эт o ағ (8-89) 
А: A; Аз 
如 以 物理 分 量 表示 , 则 为 
е, ea ез 
д 
vsa- эк 2 чу | en 
Мпа gma “gua, 
Nguli Vygnls А 
vx 4-5 = Z = | em 
Мола Vgua Vs 
现 可 求 得 柱 、 球 坐标 下 , 矢量 A 的 旋 度 为 
L rl 1, 
1|д ð д 
Аан ар Z 
G та, а, 


% тха-1(.- о 


Әр 
к а 


ек е 2, 

„ы z š| 

Rising| ðR ё" др 
A. Á А, | 
jir RI RianQl, 


Vx A= 


Po A 
Rim | 3R 2 др 
ак Ва, Ksinba, 


1 1 даь 
-Б ду nba) — Rsing gu | 


1 ĉar -A aa) 1 
Rimð др R R 1° 


tae 222 Р 


利用 以 上 结果 ,下 面 证 明 几 个 矢量 恒等式 如 下 
1. 试 证 (0:V)v=V (E) ex (ухе) 
W: 由 

Vxv= 方 sa (УУ Jermen VV де» 


+[ 


及 о=еў! 
得 vx Vxoj=eu'x [7 Ei (Vivi) ex | 
一 方 а [(V u;) (e, x ex)] 


一 ri suu! [(V ai) ena g 1e” 
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= —8ë8myV (VV i)e” 
= — (818, — imda) У'(У,,)е" 
= [—V'(Va) +V1!(V,,V )]e" 


= -у‹ -&—е„)е"+Ү!(-#һ- me Jer 


вт (ar eaei Vae) – 
ogee- (ee) 
所 以 ex (ухе) = V! 5 ди +ç (2) 


ex(Vxe)= — kapas) 


(.У)ө=У(2)-ох (Ух®) 


2. 试 证 Vx (Уф) =0 
Е. Ф Ауф, w 
Vx (V$)=Vx A=e'x -Fr oa =¢' x (VA)e! 


== Lpa 


=L [(Y:4s-Va4s)el 


Vy 
+(Vs4ı—V14s)e’+ (ViAs—VsAi)es 
由 于 VA Aa = 24824, д,— Эй, Aam- 


于 是 ®,А,-©з4,=--(-#&-)—-#( ё&)-о 
依 此 可 证 V, AÉ — Vi As = 0; Vs4s 一 Vs4a 一 0 
因而 Ух (Уф) 0 
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第 十 节 ”人 针 交 曲线 坐标 系 下 ,质点 的 
运动 速度 和 加 速度 表达 式 


设 质点 在 空间 运动 , 在 t EREE RR, 则 


m= (t), w fE 巡 20 时 连续 、 偏 导数 存在 。 


A rela) 为 二 瞬时 质点 的 位 置 矢量 ， 根 据 速度 的 定义 ， 此 质 


点 的 速度 应 是 
e= Drp „rr Dat. 
Dt да+ Dt 
由 于 e= 0р. 
因而 
о-е De 
ви, П оза M 
риа 
加 速度 а ЭК о нў t 的 全 导数 , 即 
аст 
необ, a, a, 0), 所 以 
w, w Da 
s tz Dr 
де, _ 
M S = 0, 则 


д _ (Зе) _ e ƏV, 
& га 


д 
同时 , 由 式 (8-62)、(3-63) 得 


(8-92) 


(3-93) 
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2e n (SV5e,= 4 SV yeri, )% 


于 是 
а- Se (Es 6) 
-[ + 22е, 
әр! Dat 
d= EJ + r-r 
аа Dearne 
üa DV’ дү! D ру? 


др a D D 
于 是 ,最 后 可 得 加 速度 a [Крй ЗЕ УШ ЖОК 


ai 
3-94 
dat y vrh ro ш 
又 由 于 р.-и 


为 了 书写 方便 aaa use O. 


8и! Ра! 


о pa ҮТ?" 


则 式 (3-84) 可 写成 


J A а x 
ФЕ ШЙ, V VEN 


МЕ b 和 加 速度 a 在 斜 交 曲线 坐标 系 下 的 表达 式 。 对 
‚ 182 + 


(3-94) 


于 正 交 曲 线 坐标 系 , 只 须 将 式 (8-78) 代 入 式 (8-94) 即 得 。 式 (3-94) 
中 的 上 指标 “六 的 指定 指标 。 
对 于 正 交 曲线 坐标 系 ,可 由 式 (3-78) 加 以 简化 , B 


-PT 和 


-X учди. ” IIV VE TH VNV Y 
рана ий. 因而 
гыруу" 


„ыл. мл 
同时 ,应 用 4( 妃 = ha, тъ v r 


1 аһ, 
Гит р 98, Тита a 


1,3125, у `Ë [уу h ә 1 
ъъ атъ M М д” M V 


经 化 简 并 整理 得 
«реал ti 0-0 
Khel) ла) 个 投影 分 量 (或 物理 分 量 ), 求 和 号 


表示 只 对 “ 儿 求 和 ,而 “六 昌 出 现 两 次 ,但 并 非 求 和 指标 。 
将 式 (3-95) 展 开 , 得 


ч - + Y Әт. Va дуз , Vs ду: | Viva Әһ 
+0) th Oat t өй ha ә T hija дй 


+з бм _ уй Әһ vi Ohs 
hhs Om hhs Ov hsh: Әл? 


ёч Vi ду» ‚ Va дуз x: дүз , Узуз Әһ 
oO ай a Om д Мм ди 
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ViVa дз _ Vš оч _ h 


к Om Мы д” ММ Әә? 


Vi дүз | Va дуз Va дүз ，VaVa 
hi ӧл hs On ha Om hho 


ка дв _ vt Oh _ vi ды 


Ohs_ 
27 


(8-96) 


至 此 ， ижин RERET, 质点 的 运动 速度 和 加 速度 如 下 : 


1. 柱 坐 标 系 下 的 速度 、 加 速度 


i Й 
由 vae Же уц „Ша 
Ш 911—1, gaa = т?, gss—1 
可 得 柱 坐 标 系 下 的 速度 表达 式 
0-1, ре. +1, Pe +, ре... 1,1, че 
= Рт кк -2 
式 中 мер WD “т 
至 于 加 速度 a, 则 由 于 柱 坐 标 系 下 
гы-Г„=-т, Thate -1s 
Dp Y Dip , 2 Dr Рр 
所 以 oD) 一笑 Si CG ке 07-07)" 
ав) = Ра 
HT v = рн 


m, у=» Y= 2: ат 


коа) 5-2 


: 
的 -要 + 


в() = Ру ду, 
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于 是 


a(R)= був уув 1. Ve дув Ve дув _ү24-үЗ 


2. 球 坐 标 系 下 , ARER v 及 加 速度 a 

对 于 球 坐 标 系 , 因 
еһ= ^/@квЇв=Їн, e,= М ge l,= RI, 
е„=^/ ge L,= R sim 01, 


DR 8 DO 10 
ns +R sin 01, Pp 


v=l т +В, Di 


ôR R 28 Rsing др R 


ду, 


Ove | Vo дү» 
д * 


В R æ 
Vo дү» , YnVe _ ү? соб 
Hsing др В Е 
ду, дү, Ve дү, 
ев в д8 
Ve _ дү» ‚ VnVe ‚ Ү„уөбо%@ 
Быш др ЕЁ 


a(0)= Ve уь 


+ 


a(p)= 


第 十 一 节 ”二 阶 普遍 张 量 及 其 分 析 
在 第 二 章 中 涉及 的 笛 卡 尔 应 力 张 量 表达 式 ， 由 于 所 取 的 微 元 


体积 是 正 棱 形体 ， 因 而 在 建立 各 微 元 控制 面 之 间 的 关系 时 可 应 用 
投影 定理 求 得 。 斜 交 曲线 坐标 系 则 不 同 ,如果 取 微 元 坐标 曲线 作 
为 棱 边 取 人 微 元 控制 体 ， 则 不 能 简单 地 采用 投影 定理 来 建立 各 微 元 
控制 面 之 间 的 关系 。 


由 于 这 一 原因 , 为 了 较 好 地 了 解 空间 一 点 的 应 力 状 态 ,在 讨论 


应 力 张 量 之 前 , 先 分 析 微 元 控制 面 间 的 关系 式 。 


如 图 (8-106.8) 所 示 。 设 在 流体 (或 固体 ) 中 任 取 一 点 0, 过 点 


0 引出 三 条 华 标 曲线 及 基本 矢量 es 沿 必 方 向 取 微 元 矢量 йа, 


则 
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2% 
е, Ге 


(a) 
Р 3-10 
Us e,da, d83= e, dz, dss = e, dz" 


BR, МЛК а, b, ож ЯР Aabo, 如 以 du # 
示 此 三 角形 , W 


00 = + (айхасу 
已 知 ab= (des--Js8-y, ас = (d8; --d81) 
因而 da= (is, de) x (ds—ds:)] 


按 矢量 运算 规则 , 将 上 式 展 元 , 则 
d8, X 18; = — 18; X 08,, d8, X 08;=0 
ds, X ds, = — d8; X ds; 


于 是 do=} (ds, хав, + ds; х dgo+dss X da.) 
或 do 一 (ех eu)dztdzs (es x es)da? da5-+ (es x еу)ал® dat] 


因 etxe 一 Mger (i, j, kR) 
则 do= IVg daet +da? дале? + dw! da? eS) 
或 简写 成 
de =doet=do Vg lds (8-97) 
+ 186. 


st rh do, Ж do 的 协 变 分 量 ; d8, 代表 对 应 面积 的 绝对 值 ( 模 )。 
do, 及 48, 可 分 别 表示 成 


domi Vg dada’, dorm} Vg dada", dos= iy 79 datda? 
dS 1 „ортаа, 45,17? da 
ijs 到 Var da? 
至 于 曲线 坐标 面 的 表达 式 则 可 写成 
Acab, + (dsaxds:) = езам g dat datet— – доб? 
Лов, 1 (ав, x das) = ЕТ аал дае? = дое? 
Доо, І (авах da.) — Femy: dat d?e = — сле? 
这 里 取 负 号 ， 是 由 于 三 个 坐标 曲面 的 外 法 线 方向 与 倒 易 基本 
矢量 ee 方向 相反 之 故 。aS, 还 可 利用 “-®% 加 以 改写 如 下 ; 
由 dS,— 让 V9 dd 
以 及 t-u, Gu =gg"=guga— gh 
于 是 ОТЕ гутта hat da 


对 于 正 交 曲 线 坐 标 系 , 得 
9a=0(j=E5) g=94úa 


因而 на 
ТЕЖИ АОК Е, Ф n J Aabe 的 单位 矢量 , 则 
don=do, 
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代入 式 (3-97), 得 
don=4Sl' (8-08) 
如 将 如 向 倒 易 基本 矢量 et 方向 分 解 ， 并 令 N. 5 n IE H 
变 分 量 ,m 为 nn 的 可 分 解 分 量 之 绝对 值 , 划 
Чо = dont, m=N, vg" 
代入 式 (3-98), 则 得 
doni = aS 4: 
d8,= don, | 
至 此 , 可 进一步 分 析 作用 在 斜 棱 体 上 的 外 力 。 如 图 8-10 所 示 ， 
设 作 用 在 各 微 元 表面 上 的 表面 力 分 别 为 了 Ө, R Ж F, ҳу 
作用 面 的 面积 成 正比 , 且 可 按 基本 矢量 e 方向 分 解 , 其 中 
Т —p'4S,, Q— —p°dS,, R— -p° dS 
ҖИ} P р? р 表示 应 力 。 3ETEBMELBJr HAIA P. P. PP (Bl 
倒 易 基本 矢量 方向 ), Epi p°. P 又 可 向 基本 矢量 方向 分 解 并 写 
出 分 解 式 , 即 


(8-99) 


p'= P*te,, p'= P*!te,, p= Pšie, 
于 是 ， T=-P*MÚe,d8,, Q= — P*te,dS,, R= — Pe, dS; 
式 中 p'= — Pe, 表示 作用 在 各 微 元 坐标 面 上 的 应 力 而 P 35 p BJ 
К е 
将 图 3-10 中 的 微 元 控制 体 无 限 收 缩 , 则 作用 在 微 元 系统 的 质 
量力 可 忽略 不 计 , 而 表面 力 则 互 成 平衡 , BI 


Е= (T+Q+R) = Р"е,18, (8-100) 
5 F= P"e;do = p'do 
并 代入 式 (3-100), 同 时 注意 到 4S,= бот, 则 得 
p'do =p' dS, 
或 š | (8-101) 
РЧ = Pin 
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式 中 PP 一 作用 于 Aabo 上 应 力 的 逆 变 分 量 ; 
4 一 一 斜 交 曲线 坐标 系 下 应 力 张 量 P 的 逆 变 分 量 。 
XH 45/40 т, 于 是 ,得 
p'=w p' (3-101)' 
由 以 上 讨论 可 知 , РУ 中 的 第 一 个 指标 去 示 应 力 所 在 表面 的 法 
线 方向 (E 方向 ); 第 二 个 指标 则 表示 р 亩 基本 矢量 e: 方 向 分 解 
时 的 第 9 个 逆 变 分 量 。 
已 知 过 空间 一 点 , 既 可 造 取 荣 本 局 部 标 架 ,也 可 选取 倒 易 局 部 
标 架 , 因而 , 其 应 力也 必然 如 两 秆 不同 萄 表达 式 。 
如 果 取 基本 矢量 e, 方 汐 的 伍 元 坐标 曲 ав, = ейл! 为 棱 边 构 
成 微 元 斜 棱 体 , 由 于 各 微 元 坐标 面 的 外 法 线 方向 为 e5 因而 应 力 张 
量 的 元 素 有 : 
了 4- 一 应 力作 用 面 的 外 法 线 方向 是 倒 易 基本 矢量 方向 , 但 是 
按 基 本 矢量 方向 分 解 的 应 力 张 量 元 素 ; 
瑟 和 一 一 应 力作 用 面 的 法 线 方向 为 倒 易 基本 矢量 方向 , 但 按 倒 
易 基 本 矢量 方向 分 解 。 
如 果 取 倒 易 基本 矢量 e' 方 向 的 微 元 坐标 曲线 dst — e'da, 为 棱 
边 构 成 微 元 斜 棱 体 , 由 于 各 微 元 坐标 面 的 外 法 线 方向 为 eu 因而 应 
力 张 量 的 元 素 有 : 
了 ;一 一 应 力作 用 面 的 外 法 线 方向 为 基本 矢量 方向 , 但 向 基本 
矢量 方向 分 解 ; 
了 一 一 应 力作 用 面 的 外 法 线 方向 为 基本 矢量 方向 , 但 向 倒 易 
基本 矢量 方向 分 解 。 
同 是 应 力 张 量 , 但 在 斜 交 曲线 坐标 系 下 , 其 元 素 可 有 四 种 不 同 
表示 形式 。 因 此 , 应 力 张 量 卫 为 
P=e,P'ue,= e Pt e!t—etPie,=etP, e! (8-102) 
由 式 (8-102) 可 推论 , 在 斜 交 曲线 坐标 系 下 的 单位 矢量 1 Z 
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3 
1=е'е,= e õlle еце! — еде, ее) 
mW А.І= (Ае). (ее) = А!(8\)уе, = A'e,= A 
引进 二 阶 普遍 张 量 以 后 , 度量 张 量 元 素 gu 可 看 成 单位 张 重 I 
的 协 变 分 量 ; g” 是 工 的 道 变 分 量 ， 而 3f 与 3 则 是 工 的 混 谷 分 量 。 
事实 上 
A- I= Аке, (еде!) — 8. Акце! = Ае! ~ A 
А.І= Ae (eg"e,) = бї Ag e= A!e,= А 
综合 以 上 结果 , WA 
Т.А=-А.1~ А 
(一 ) 斜 交 曲线 坐标 系 下 位 移 张 量 Р 
和 笛 卡 尔 坐 标 系 相 类 似 , 设 在 t 瞬时 在 流 场 中 任 取 了 (rp)、 
Q@(rz 十 57p) 两 点 ,其 速度 分 别 为 (rz)、D(re 十 Srp)， 于 是 
d(ër>) 一 [e(r>--8r>) –0(7р)]4 


或 4(8гь) =8®@ 
因 öv- Era 
故 50= (-20..е, )ea- (ViV Jet òa 


由 式 (8-64) 可 知 

Wi 99 VT 
AF Vi 一 一 位 移 张 量 元 素 。 

对 于 笛 卡 尔 坐 标 系 , 由 于 
г-0 

所 以 W == Da 
为 笛 卡 尔 坐标 系 下 的 位 移 张 量 元 素 。 Р ` 
‚190, ЖЫ 


和 第 二 章 相 类 似 , 仍 令 дв |8r,|, Ш 
(8з)% = ть: ӧть 


于 是 4(8в)%=4(8т»-8Тт›) 
或 884098) =ðr p-d (Ör r) =3r>-8e di 
但 由 于 5rp 一 2 62/82 


v=- Sam (VV yet az 


则 一 (Ver еза 
ZD 2 = Уо а a. 1 (УЕ) i 54 
现 称 


S= yy) [бб — 一 375] (8-103) 
为 变形 率 张 量 S 的 元 素 。 
如 果 是 正 交 笛 卡 尔 坐标 , 则 Su 一 2069-29), 对 于 正 交 曲 
лн, ш 
1. 4 4=jW, 
ви Su (E) - Vrh VT pT?)] 


2. мб 


ву 110090: зугіу-2у Tt, ] (8-103)” 


式 (3-103) rh B “j” 均 系 指定 指标 。 

D t p tasca Tawa kE, АРЕ, DJ 
样 也 有 对 称 张 量 和 反对 称 张 量 ,但 在 下 定义 时 ,两 个 调换 的 指标 必 
须 指明 是 协 变 的 或 逆 变 的 指标 , 例如 : 

= П ОК) 
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TY 一 一 区 (反对 称 张 量 ) 
至 于 对 称 的 混合 张 量 
I; =I% 
可 直接 写成 п 
(=) 二 阶 普 遍 张 量 各 类 分 量 的 关系 及 物理 分 量 
如 前 所 述 ， 二 阶 普遍 张 量 可 根据 张 量 元 素 的 不 同 表示 成 多 种 
形式 ,因而 五 的 元 素 也 有 
Ty=e@n П.е, I =e, П.е! 
П'у= е П.е, Hu=et. П.е! 
根据 以 上 几 种 表示 形式 , 可 证 明 式 (3-50) ~ (3-52) 是 定义 二 
阶 普遍 张 量 的 解析 定义 式 , 如 
设 二 阶 普遍 张 量 在 旧 坐 标 系 z! 下 为 HI, MERLI A" F 
为 五 , 由 绝对 张 量 定义 ,应 为 
I"=elIe}=I1 = elle, 


ч 
因 e = 22 


J 
да” e 


б 
дл 
КАЖ, ejej- б” (шыпы 


eie; (пч ‚= ди” TI)-0 


е. e= 


пч лт 


И (3-50)54 HT = П" 的 必要 条 件 。 反 之 , 如果 式 (3-50) 成 立 , 则 


сеп" „ ôr" Әд" 
= Че} е" Z “Z met 
П"=е|П'Зе| =е{ 257 2 Ire; 
H e= аз" е; е. 82" e 


Әл” 

可 得 H= 

EPAR (3-50) ~ (3-52) 是 定义 二 阶 普遍 张 量 的 解析 定义 式 。 
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дал 


除 此 以 外 , 张 量 歼 诸 元 素 之 间 还 可 作 相互 换算 如 下 ， 
H =ecell.e,=e (е,П!"е„)-е, 


于 是 
па Пу gugmll™ | (8-104) 
П = gall, Ш g, ln 
作为 特例 , 如 令 张 量 H 为 度量 张 量 , 则 
99 9099" Ji = gug” = òl; 
а] 
由 于 度量 张 量 为 对 称 张 量 ,所 以 
gl= g, =ò =ð 
和 矢量 的 讨论 相 类 似 ， 对 于 二 阶 普遍 张 量 也 可 引出 物理 分 量 
的 概念 。 
以 ru 表示 张 量 五 的 协 变 分 量 , WI 
жу= Пу, (ее?) 
或 


== Lene ilee] Jae П.е) 
于 是 


1 
- TI. 
Ыл ГУУ 9 


а" йр!" | (3-105) 


wim пг 
Sa. 


同 理 


应 用 以 上 结果 可 得 
Py 


s< 84 
Вера" U Уй 
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由 式 (3-108) Ж ъ= Мно Му Vi, 可 得 正 交 曲 线 坐标 系 下 


应 变 率 张 量 元 烷 的 物理 分 量 如 下 ; 
1. 当 j=j 时 
уе ~- 广 [2 - QavaT ht һәг) | 
wi=j=1, W 
S, = [AED гъа) 
Ч 
вш 
I= 1 Oh — h дм. pa д, 
11 h Ör 3 11 Т On’ 11 = Әз 
所 以 
1, ду дь аһ №, Qh 
га [+ h at 
h vs Oh 
hs РР) )| 
ЖИЕ б ав 0 ав 
或 St 
1 ду, _ у, 2, 
又 由 е: 2) аа 大 F am 
Папом hy дүз 
m m a д + Oa 24) 
于 是 


8, —=-Уї дА, Va Әһ; Ve д а (у; 
а ðr Kya дал И; Ел =) 


уь Oh 
或 Su= Уз JA рр 
REF Saa, Sos 可 依 此 类 推 ,或 写成 


б=т (ШЕЙ ы e 
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~ig 


ti 


=. Mitji 


s a PUA aa 1 55 
aa Bi 
Bym TT 2 АС) Sath Sev y 
-2v2 -ov l= zyl hth 99 да 
由 于 ыб = 为 - v% 
мот) 25 
所 以 
8 = zE 206 th Крл (z k н) (8-106)' 
将 式 (3-106)、(3-106)“ 展开 , 可 得 
вы кү. КЫ; Эй КСЫ) 
Жык а и А 
б=т КЫ ЫРКЫ, aa + a= (Qa) йл) 
вава [r 2 Си )+ ы ОЛ 


So 一 So 一 事 +E ha = 
Su 一 Si 一 二 [如 
对 于 柱 坐 标 系 ,应 为 


(2). 


+С] 
һә] 
hs да? N hi 


‚195, 


Sa 
Bo 亲信 + 总 )-Sm би- E a )-S。 
对 于 球 坐标 系 , 则 为 
б» ЖЫЙ e+ тоон 器， 


a 


8-1 1 Eve, eve Ve ] 


ИРТ Yk ak S BJ HPE FEE Sy 的 表达 式 , 其 
相应 的 逆 变 分 量 以 及 混合 分 量 也 可 应 用 此 (3-104) 分 别 写 出 如 下 
(注意 : S 是 对 称 张 量 ): 


Би "б 
В (VI nH VaV) 可 得 
САТ О 
因 0-7", У, дт, у-у" 
于 是 #%'"8ь= 2 б!з!) —8% 
ия 51=у"5ь, 
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RO SALONINA) (НУ) 
i=j, m 
Si =S= 09У) 
УУУ Ц 
5 =У,У'=4їу v, 
或 и8=8 =div v, 


第 十 二 节余 交 曲 线 坐 标 系 下 , 位移 
张 量 的 分 解 以 及 加 速度 的 分 解 式 
在 正 交 条 卡尔 坐标 系 下 , 位 移 张 量 可 分 解 为 对 称 部 分 (变形 率 
张 量 ) 和 反对 称 张 量 (瞬时 角速度 张 量 ); 对 于 和 斜 交 曲线 坐标 系 ， 
同样 也 可 将 位 移 张 量 分 解 为 这 两 部 分 。 下 面 先 讨论 位 移 张 量 的 分 
解 , 然后 再 讨论 加 速度 的 分 解 。 
由 位 移 张 量 元 素 Du 的 表达 式 


vy = 291 Vit, 
将 等 式 右边 分 别 加 减 E 并 经 整理 后 ,可 得 
д! 


A ta ат) (82—80) 


вт а HEr) (т-у) 


оа (901 000). (Vy V) 
因而 
VV j= Syty (8-108) 
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至 于 加 速度 a, 可 写成 


_ 9% әр р 
а et 


æ Di 
由 Wve (gv n) e 
于 是 mrt (Vy) 


а, -Yiyi (27; +Z- згу) 


+a a] 


分 别 令 в„=1(@У ++ avr) 
ар, әу, 
-译名 8) 
则 
СУ (3-109) 


第 十 三 节 ”二 阶 普遍 张 量 的 协 变 导数 


在 分 析 和 判断 二 阶 仿 射 正 交 张 量 的 分 布 强度 时 ， 需 要 求 得 二 
阶 仿 射 正 交 张 量 的 导数 ,已 在 第 二 章 中 讨论 过 ; 对 于 斜 交 曲线 坐标 
下 的 一 阶 张 量 (矢量 ), 也 在 前 面 论 及 。 对 于 二 阶 普遍 张 量 , 即 斜 交 
曲线 坐标 系 下 的 二 阶 张 量 , 同样 也 应 从 协 变 导 数 求 得 其 分 布 强度 。 

为 了 引出 二 阶 普遍 张 量 的 协 变 导 数 , 可 先 从 实例 出 发 。 

由 式 F= Р“ dS,e,= Fe 
可 知 ,如 要 分 析 邻近 一 点 zt + dat 上 的 应 力 状态 , 由 于 

到 二 iob ай, А) DDR e,=e,(añ, a, абу 

+198. 


因而 ,要 知道 了 随 z! ЕНН, DAR F 31 z! И К, Ш 
求 得 


E т-н” 
式 中 F! 含有 应 力 张 量 卫 的 元 素 P, МАЈ Wr Won ak Tt 
TRN w!' 的 求 导数 问题 。 
在 引进 二 阶 张 量 协 变 导 歼 之 前 , 先 茵 顾 一 下 一 阶 普遍 张 量 ( 矢 
量 ) 协 变 导 数 的 推导 (这 里 所 介 绿 的 方法 和 前 面 略 有 不 同 )。 


令 Ande, Vaese 
则 YA eA (деу — ter +4 EA 
已 知 де n её е (1де 
于 是 уА-ее* 2 +4s( -Te 


上 式 中 右边 第 二 项 , OP 都 是 求 和 指标 ,它们 可 以 相互 交换 , 于 
是 上 式 可 写成 
V4-ee Pli ee(n) A 
或 
дА, 
уА-е!е* (22. гъ —e(%Ape (8-10) 
BR, УА, 是 矢量 4 协 变 导 数 的 协 变 分 量 。 而 V A 是 用 以 表 


述 4 分布 强度 的 二 阶 张 量 , 并 可 看 成 是 矢量 V 与 矢量 А 的 外 积 。 
如 令 A= A!e;, W 


日 дА! 
VA~e fr (Ае те 94, еуел! де, 
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因而 
或 "и-не 
А =е,(У,А!уе* 
式 中 Vi4! 一 矢量 А 之 协 变 导 数 的 逆 变 分 量 。 
因此 , VA 是 二 阶 张 量 , 又 因 
v4-e A 


所 以 其 协 变 分 量 为 34， 这 样 ,在 前 画 称 24. 为 协 变 导数 是 有 
根据 的 。 

根据 以 上 方法 ,将 其 推广 到 二 阶 乃 至 于 更 高 阶 的 普遍 张 量 , 也 
将 得 出 类 似 结果 。 下 面 讨 论 二 阶 普 遍 张 量 的 情况 。 

WAK Bro at H = ell ,e!, WJ 
vI -er (ellve) =е*е'е! Әла FH et ex дё де Пее 


на gr lear) фу e 22) 
或 T а Be — Ге 
代入 后 可 得 


| 


ҮП =е'е!е* 210 -etela teya 
按照 同样 理由 ,对 i 为 及 j、h 作 指标 交换 , 则 得 
# уп -её'ее*( Шы. — п„гу—ПьГ}) 
28.90. а, =0, Ti = Гі, Mi= Ti, 
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чыту Пи m rh T Th 
эш 卫 协 变 导数 的 协 变 分 重 , 同 理 可 得 


VI + aria Пг ean) 


eE л, 
Vall; = ШР IT hT Ga 


Ж П" Val, Vl 1 分 别称 为 协 变 导 数 的 逆 变 分 量 和 混合 分 
得 。 

对 于 三 阶 张 量 ， 可 将 其 协 变 导 数 的 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 写 出 
WF: 


ы 


у, ET тү рм Г} Дз pt Ta 


(8-111)' 


Vla = әп, 


= Г.П Г). Поа ГЪЛ 


作为 例子 ,下 面 来 求 gu 0% 以 及 gj 人、 的 的 协 变 导数 。 
ERGI), $ фу Пы, 于 是 
Val =V IL — gaT — g r= Әд Ты Гьы 
根据 式 (8-75) 得 


By Tot Tpu 


所 以 Vigy=0 
(二 ) 由 式 (8-11D, 令 H: = g, П-да, 
由 于 度量 张 量 的 对 称 性 , 得 
n=g g= 


于 是 у= A+ gr ГЪ 
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因而 Veg{ = Ti T=0 
(三 ) 令 =g", 同时 应 用 式 


gx 一 对 
可 得 Vedi = (Уди) 09+ (709) gn 
已 知 У„ё&! =\Ухйя=0, 而 400 
所 以 Vag” =0 
以 上 表明 , 度量 张 量 在 张 量 微分 运算 中 有 如 常数 一 样 ， 例 如 ， 


应 用 上 面 结果 可 得 
УШУ) Па) = 9% Villa 
其 余 类 推 。 
不 仅 如 此 , 对 于 三 阶 张 量 sr Ke” MARMER, M Vien, 
Vae” 均 为 零 , 现 证 明 如 下 : 
由 Em= MV 9 Sim 
将 上 式 代入 式 (3-111)', 得 


VV Tam) = Са) уг 
— Vg Tisa — V g Гы (a) 
显然 ,上 式 的 第 一 项 可 改写 为 
OV gem) = om зар 2 а/а. 


waar 
由 于 CAEN 
于 是 AV gan) агау 
这 样 , 式 (o) 改 写成 


У„(Мў sa) = пм Г. Г.М g am 
Iin V9 ew— Ti, g em 
+ 202 · 


令 5=1, j=2, k=3, 则 得 
VaV g в) = si Гь TN g as — ГА g 8» 
WA RM, 14 
У„(М/ў ву) = 8ив^/ g Tint 8198/9 Г, еам g ГЪ 
— ThV g виз— Гоз — Th g E828 
Ti, g 8113—T g slos 一 ГЬ g. 9 8138 
= гува Теа Гоно 
根据 sw 的 性 质 , 以 上 结果 不 失 为 一 般 性 ,可 得 
У, (ем) 一 0 
同 理 可 证 У, (6%) 一 0 


第 十 四 节 ”二 阶 普遍 张 量 的 散 度 


在 讨论 矢量 的 散 度 时 曾 得 出 ,矢量 的 散 度 为 标量 ,在 讨论 二 阶 
仿 射 正 交 张 量 的 散 度 时 也 曾 得 出 ,二 阶 张 量 的 散 度 为 一 矢量 , НЕ 
DETERE 

(div H),= S 

ИК йе, Итии: a ОЕ У 33k ХШ, 但 其 形式 有 差别 。 
ДИФ 711, ВОР ЗЗА 

由 向 度 定 义 式 , 应 为 

V-B ~e- Ay: (ele) 


ӘП, 
= 


-et etre 20] 


ва 各 -人 各 maoa 
26 (e. 26. a= (TI) en 
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代入 原 式 ,得 
уп (а: 2 е +The +The) 


将 上 式 最 后 一 项 的 “je" 对 换 , 则 
пеге, = Hai, 8te,= Hart, 
& УП“ йөре Па, 则 
wm ЭР Huy eri, 


t ду/ 
已 知 гь тёё 
代入 上 式 ,得 
kj 
упы ЭТ É +I 2 +AT 


将 第 二 项 中 的 求 和 指标 “h” R “k, ШИ 


әпи 1 avg __1 [a( g IM) 
дат Шола SE ml | 


(a) 


(6) 


(о) 


将 式 (0) 代 入 式 (2), 可 得 二 阶 普遍 张 量 H, 以 T 表示 散 度 的 


К ж а фр 


VI mr 


(8-112) 


[DHE RERA F КУНЕШ P RE У-Р АЛЕ 
解 : 由 式 (3-112), 柱 坐 标 系 下 的 应 力 张 量 P HRE, 其 逆 变 分 量 应 是 


CPm= 工 [2682 ] + para 

Cupm =H 2 ] рег, 

CePm= 工 [ 2552 (ер) J] Pru 
和 =r 22-р, Ps 


DT= r, гг 
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1 
Д P= pr, P= 二 po Р = pros 


P= pm Pol po,, P= Pra 
代入 得 
wpr- 革 2cgD „2% ap регу, 


ерю [аср Р 26229 , 2629. ac L ] Pers tps 


1 
7 
vpe [2p + agm raa] 
т 
1 


或 тре аа Ea £ Pepe м = 


дг Әр 2: 
r= дл, q. Әп. , Әр, | Р = 
i or q дри ү Per Doe 
a оа ын 


та [ве (сты) AAD Jy Peot Per 
дт др де ?3 
210907 ү (pe), Ppa) 
Vp [et ] 


ЖАНИ, УР, УР» VPE 分 别 表示 V. P 的 逆 变 分 量 , 要 求 得 物理 分 
Et, 应 将 以 上 各 式 除 以 V93, 即 分 别 除 以 V9T、V9Y、V9 可 得 柱 坐标 系 下 
V. 了 的 物理 分 量 为 


Әдр,, ү Әр ү Por 
тй: т Р. 
др an Әр} Pr tr 
9 方向 : tt 
如 系 对 称 , 则 тео рон =2Pro 于 是 
9 方向 ; 和 + + pe + 
- др. ү Әрә; ёт Ра 
4 方 向 I SC KS 


坐标 , 类 似 地 可 得 


ppm 1 дра 1 Ора 4 1 (орь ры 
IR TR 20 T Ring др tE Pr Po PootPomotb) 
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Opm ‚1 дры T Pas 1 g 
2R TR 2 Tn A + [2pae t port (Po pes)eot 0] 
Ф 271: 


К Ек ЕЕ tgl и 
СИ 15] 试 求 出 柱 坐 标 系 下 应 变 素 张 量 8 散 度 的 物理 分 量 。 


解 ， 由 上 例 以 及 8 的 物理 分 量 表达 式 


— T a бу, 


8, -3(+ re у дуу -e), йз» (2. +2) 


mar op a+ 
ду, 
Sam g(t 25) 
可 得 
«іра (әү 1 Ə /1 2, a \ 
Мт [24 аА эс" 22-0) 
2l- Pi a +) 


т т 
т"= 102 ее [z GA 


2\48 


将 上 式 整理 , 即 得 柱 坐 标 系 下 V5 的 物理 分 量 为 


| ?方向 : 

HEHA ер aro 
x K. 
| 9 方向: 


M22021 EE 


„206, 


ET 


44 дт, _ чь 
Tp ° 


s HA: 
11 2 ә 1 @ г ә ja 
HEHA Zi] ao] 
将 以 上 三 个 分 量 分 别 乘 以 pr、Le、l。， 然 后 相 加 并 注意 到 
1 ô, 
дот (аль (AY) (9 Keir) i 


Ye 

272 
1 ду, у 

+ др 5), 


可 得 v.8= 寺 [av+vddivo] 


以 上 是 应 用 散 度 公 式 的 两 个 实例 , 这 两 种 张 量 都 是 对 称 张 量 。 
如 果 是 反对 称 张 量 , 由 于 
Top 一 一 To， Th= Гь 
所 以 , 式 (3-112) 右 边 第 二 项 对 h% 求 和 时 相互 抵消 , 则 为 


vmt 36281. (8-118) 


第 十 五 节 ” 张 量 的 商 原 则 


在 第 二 章 中 曾经 讨论 过 二 阶 仿 射 正 交 张 量 与 任意 两 矢量 a b 
的 数 狂 积 ， 二 阶 仿 射 正 交 张 量 与 矢量 а, БАЯ, ЖУ 
是 标量 。 对 于 普遍 张 量 , 令 

A= Ае, B= Ве‘ = B'e, 
则 ,二 阶 普 遍 张 量 H 55 4、 召 的 数 性 积 亦 应 是 标量 S, 即 
S= А.П. В=— Ае [ее]: Ве! 
于 是 
S= А,ПЧВ,= ПЧА,В, (8-114) 

作为 特例 , 如 令 Hu= gu, WJ 
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5=0А,В,- АВ, A.B 

前 面 已 作 过 证 明 , 两 矢量 的 数 性 积 是 绝对 标量 。 

以 上 讨论 是 在 ПЧ 为 二 阶 普 遍 张 量 的 元 素 假定 下 得 到 的 ， 如 
果 不 知道 Hu 是 否 为 张 量 H 的 元 素 , 但 已 知 А, B 3u—Btik tS 
为 零 阶 张 量 , 只 要 HU 满足 上 式 , 可 证 明 ПЧ 必 为 张 量 五 的 元 素 ， 
Bp 4 满足 普遍 张 量 的 解析 定义 式 。 

为 了 具有 普遍 性 ， 假 定 五 为 三 阶 张 量 ， 其 元 素 ПУ (Ий 
变 .一 阶 协 变 ), 矢量 A. B, ДЕ А, В, 矢量 C 的 逆 变 
DRH O, CNS Hu 作 指 标 缩减 运算 后 , 得 


S=} ABO" (8-115) 
令 新 坐标 系 2" TF, H 
8°— ПАО" 
根据 已 给 假定 
8-5" 

以 及 A. B. C 为 绝对 矢量 ,得 

A 2> А, B= 227 в, = Өк ом 

деро пи{@?: Әй, SPS лн 
FE ШюдЇО"—-П (27 е орт Эре )АУВО 

Я Bo дуз д ү, 

或 до" | mm- (290 ё Фи ny) 20 


由 于 矢量 为 要 满足 上 式 , 就 必须 
пу изени аА, 
作为 明显 的 例子 , BA дв = | бае | 为 绝对 标量 ,drs 为 绝对 矢 
量 , 由 于 
G8S2? 一 gidztdof 
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8(8в) _ ATZA 
кт T x) 


立即 可 得 ga. МУ у 为 二 阶 张 量 。 

根据 以 上 讨论 , 可 得 商 原 则 如 下 : 

著 对 必 坐 标 系 有 9° 个 量 ПИ, ЕМЕА M A. 
B,. O* 后, 得 式 (8-115), ЖЖЖ, W 五 为 张 量 五 的 二 次 逆 
变 、 一 次 协 变 分 量 。 

上 面 通过 实例 引出 了 商 原 则 ， 广 一 原则 对 更 高 阶 张 量 同 祥 适 
用 。 

下 面 应 用 商 原则 导出 二 阶 演 遍 张 最 的 协 变 导数 。 

由 式 (3-114), 可 得 

VS = VT (AB) +149, (АВ) 


对 于 标量 函数 ,为 
VS= 25. 
因而 
VIC AB) + uv, (А,В) 
- са 22а, пч (Ав) 
或 
Ав{з,тч- 9 ) + 17 [v.48) — AB)]-0 (а) 
由 (А,В) = А.В, В, УА, 
以 及 VBi=(3 一 BO) 


у (24. Ah) 
可 得 Слав) -PAED давуу, АВГА 
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Ж VAB) -CED – — ABT a BA Th 
RAR (а), BD 48 
AB( VaI 2r )- [П%А,В,ГЪ-++ПЧА,В,ГУ] =0 
调换 上 式 方 括 弧 内 的 两 个 求 和 指标 , 则 
AB [V1 a -IAT yI] =0 
由 于 4、 召 是 任意 选取 的 , 因而 
wu 012 + Teri INT 
同 理 可 得 其 他 几 个 式 子 。 


以 上 应 用 商 原则 导出 二 阶 普遍 张 量 的 协 变 导 数 ， 利 用 商 原则 
还 可 证 明 


B= (st) AA ~ AA 
式 中 “Zr 一 对 称 张 量 的 元 素 。 
їй S= II AtA! 
则 S= ПАА ПАА ПАА 
于 是 28 = ПАА ПАА! (Hu+Il,) АЧА? 
Б-П) АА-АА 


DA EBERT С [gu) ЗЭР 33k 8 加 以 验证 。 


3 题 
8-1 试 由 柱 坐 标 系 下 的 位 置 矢量 rp 的 表达 式 


re =rl,+#1, 
直接 导出 
dr =e dz 
‚210, 


strh i 1, 分 别 为 ”方向 与 方向 的 单位 矢量 。 
8-2 试 由 球 坐标 系 下 的 位 置 矢量 rz 的 表达 式 


тр= Еһ 
直接 导出 drp=edz* 
жй Ir 5; R 3588936 238, 


8-8 试 应 用 微 元 表面 积 的 表达 式 
do, = М/Ф say dr йт! day 
求 得 球 坐 标 系 下 微 元 体积 的 各 表面 积 。 
84 已 知 速度 "在 笛 卡尔 坐标 系 下 的 诸 分 量 为 " 信 ， 试 求 出 柱 坐 标 系 下 的 
协 变 分 量 、 逆 变 分 量 和 投影 分 量 。 
8-5 15 252 5(221)2-+3(012)24-4(118)2— 6411112441201, 试 求 
(а) 9; ©) g” FEER д7" 
3-6 试 应 用 指标 法 及 斜 交 曲线 坐标 系 下 V 表达 式 , 证 明 
V-($A)=A-V$p+ġdiv A 


377 试 证 明 在 曲线 举 标 系 下 , -2 不 是 一 阶 张 量 。 设 笛 卡 尔 坐 标 系 T, Ж 


度 。 的 投影 分 量 为 2 о, un 试 求 册 柱 坐标 系 下 22。 
88 应 用 
м вч з 
¿his ду” А2) 
证 明 ， 柱 坐 标 和 球 坐 标 之 间 为 
dR=sin 0dr+cos @4в 
в-%0 а, _ эһ ш 
4р=4р 
并 作 图 说 明之 。 


3-9 试 求 动量 密 流 pbb 一 卫 的 散 度 。 
"a тї > 
830 Bg y=a-z’sin (Z); =a- (a—a9)eos (2) иа, 斌 来 a 及 


Iso 
8-11 试 证 exe'=0。 


„211, 


第 四 章 ” 张 量 分 析 与 流体 力学 


近 十 几 年 来 , 张 量 分 析 在 流体 力学 中 的 应 用 日 益 广泛 。 从 公开 
出 版 的 书籍 、 刊 物 来 看 , 采用 张 量 形式 基本 方程 来 求解 问题 与 日 俱 
М. 在 介绍 有 关 张 量 分 析 的 知识 以 后 ,下 面 再 介绍 一 些 张 量 分 析 
在 流体 力学 中 的 应 用 。 


第 一 节 ”流体 力学 中 的 Lagrange 语 制 
5 Euler 3#] 


人 们 常常 采用 一 种 或 几 种 方法 来 表述 某 一 事物 。 为 了 正确 、 
方便 地 表达 这 一 事物 ， 所 采用 的 方法 必须 根据 这 一 事物 的 具体 情 
况 来 确定 。 

在 力学 中 通常 采用 的 方法 有 Lagrange 语 制 和 Euler 语 制 。 
为 了 说 明 问 题 , 先 对 这 两 种 语 制 作 一 介绍 ,然后 分 析 它 们 的 表述 形 
式 以 及 它们 的 转换 关系 。 

Lagrango 语 制 的 特点 是 , 观察 者 着 重 关注 某 一 特定 质点 , 当 
这 一 质点 在 运动 时 ,其 空间 位 置 , 各 物理 参数 随时 间 的 变化 , 观察 
者 随 该 质点 一 起 运动 。 

Euler 语 制 则 不 同 , 在 Euler 语 制 下 , 观察 者 着 重 关注 某 一 空 
间 位 置 ,观察 、 测定 不 同 质点 在 不 同时 刻 经 过 该 空间 位 置 时 , 质点 
的 各 物理 参数 。 

为 了 较 形象 地 说 明 这 一 点 ， 现 设想 在 流 场 中 布置 无 数 个 观察 
者 ,对 于 Lagrango 语 制 , 这 些 观察 者 在 t 一 如 时 分 别 位 于 给 定 的 坐 
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标 Y, (以 后 统一 用 大 写字 母 才 示 ) 的 空间 点 上 , 随 着 时 间 的 推移 
他 们 和 这 一 质点 一 起 运动 (这 类 观察 者 称 随 动 观察 者 )， 随 动 观察 
者 在 运动 过 程 中 , 随时 测定 这 一 质点 的 空间 位 置 (以 mx 表示 ) 及 各 
物理 参数 的 值 ,经 过 一 段 时 间 后 ,这些 观察 者 将 测定 的 数据 加 以 记 
录 整 理 为 
m =a (X;, Хь, Хь, к (4-1) 
$=%(Xx,, Xs, Xa, t) 
H t= to BP 0948 o, 及 物理 参数 应 是 原始 坐标 X, 和 时 间 #0 
函数 。 
式 中 于 一 一 物质 坐标 
% 一 一 空间 坐标 
上 式 表明 ,不同 的 质点 (以 如 时 所 处 的 X, 为 表征 ), 其 运动 规律 可 
能 不 同 , BATEIRE, X, ЯП а 应 满足 一 一 对 应 的 关系 ， 
即 反 函数 
X,= Ха, тз, аз, 0) 
FADER, BONE ЕЛЕ, 则 雅 可 比 行列 式 


J ~ 9(@s, 2, з) 
9(X;, Xa, Xa) 


TERP 

ARIZ Lagrange 语 制 的 特点 ,可 得 

m= mI1, Xa, Xa, to) 

Bp tasto Rf, ma X 

7 Enler 语 制 ,同样 假定 有 无 数 个 观察 者 , 他 们 分 别 位 于 流 
场 中 不 同 的 空间 位 置 o, 并 静止 不 动 , 即 所 谓 静止 观察 者 。 他 们 的 
任务 是 , 随时 测定 不 同 质点 经 过 他 们 时 的 各 物理 参数 值 。 如 果 把 
不 同时 刻 测定 的 物理 参数 值 加 以 整理 ， 则 任 一 瞬时 均 可 描 出 一 物 
理 参数 的 空间 分 布 图 , 把 这 些 分 布 图 按 空间 位 置 重 益 在 一 起 , 既 提 
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供 同一 点 上 物理 参数 随时 间 的 变化 ， 也 提供 同一 时 间 不 同 空间 位 
置物 理 参数 的 分 布 ,将 此 结果 用 函数 表示 , 可 认为 物理 参数 中 既是 
空间 坐标 w 的 函数 , 也 是 时 间 + 上 的 函数 , 即 
由 一 由 (cova t) (42) 
由 此 可 见 ， 采 用 不 同 的 语 制 可 得 出 不 同 的 表示 形式 。 对 于 

Lagrange 语 制 , 必须 知道 = 如 时 , 各 质点 的 初始 位 置 , 下 面 举 几 
个 实例 加 以 说 明 。 

[例题 切 ”给 出 质点 的 运动 规律 为 

V1= Xi+ktX;, та= Хә, za 一 和 Xe 

式 中 的 物质 坐标 (Xu Xa Xa) 给 出 t=0 
时 的 质点 位 置 ， 如 图 4-1 所 示 , 设 在 t=0 
时 取 一 单位 正四 面体 04BO, 试 给 出 + 一 
时 此 正四 面体 的 外 形 。 

解 : 1-0 时 ,mm 一 人 Xi = Xs, za 
二 Xs, 0.4.B、O 各 点 其 坐标 为 

以 物质 坐标 表示 : OO, 0, 0), AG, 

0, 0), B(1, 1, 0), 
G(0, 1, 0) 
Жы UZRLAR: O(0, 0, 0), AG, 
0, 0), В(1, 1, 0), 000, 1, 0) 

E z, 58 X, 间 的 函数 关系 可 看 出 , 1=0 时 处 于 点 O 和 点 4 的 质点 是 静 
止 不 动 的 , 由 此 还 可 推论 , 棱 边 OA 也 静止 不 动 , 至 于 ОВ 则 不 同 , 在 +=t iA 
时 为 : 

В', (ї+м, 1, 0), 0'; G, 1, 0) 

这 一 结果 相当 于 线段 0B 平移 了 kt 的 距离 ; 00 及 AB BREE J 00, AB 
仍 是 直线 。 
[01Ж2] 设 某 流 场 中 的 流体 运动 可 用 Lagrange 语 制 表示 成 
mi=X;+X,;(e'—1) 
za=X, (e*-—1)+X, 
ms =Xs 


则 其 反 函数 可 求 得 如 下 ; 
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=r +r — 1) 
1-e—e™ 
X= Ds 


1-e—e™ 


X= 


Xs=rs 
当然 ， 最 终 目的 是 要 求 得 某 
质点 (这 里 是 泛 指 的 ) 从 空间 某 一 
位 置 运动 到 另 一 位 置 时 ， 物 理 参 
数 的 变化 情况 , 为 讨论 方便 , 就 先 
从 质点 的 运动 速度 着 手 。 
如 图 4-2 所 示 ， 设 某 质点 在 
# 一 如 时 位 于 P 点 , HAEREA 
rp 表示 ， 经 当 过 时 刻 以 后 ， 此 
AZDA P, 其 位 置 矢量 用 re 
表示 , 则 
РР'=ы=ть-ғь 
表示 质点 上 时间 内 的 位 移 , 值得 注意 的 是 , 式 中 的 rp 及 rp 既 可 用 Ха KI 
EIH з, RR ЯШИ Ха 表示 , 则 为 
u(Xr, t) =rp(Xa, t) –-тР(Ха) (4-3) 
由 质点 运动 速度 的 定义 , 速度 (和 as, 可 表示 成 
оь 02406 D. la. 


图 42 


зва 
2ғь(Ха) _ 
由 于 >= 
— Pu (Xa, t) _ rp 
因而 00а, 0 еер з 
хөй» | 
Хь p= D. a) 


这 就 是 Lagrange 语 制 下 , 质点 运动 速度 分 量 的 表达 式 。 
[例题 8] 设 某 物体 按 下 列 规律 运动 
zi= X; (1+a2%2), za = Хә, za=Xs 
式 中 a 一 一 常数 
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试 求 出 Tagrange 语 制 下 的 位 移 和 运动 速度 。 

Ж. 由 式 (4-3), 可 得 
ш(Хх, t) =zi(Xx, 0) - Ха 
us(Xa, t) =z (Xa, t) -Xa 
ua(X x t) =zə (X, t) — Ха 

应 用 已 给 条 件 , 得 
=X, us=us=0 
又 由 式 (4- 人 ,可 得 
ЕЛ 


=. =2а%Хи, з= =0@ 
k D ЖТ 10, 02 08: 


оа В niasin з, 表示 如 下 : 


= s= =0 


мз». 
itat 

在 理解 以 上 两 种 表达 式 时 ， 心 须 注意: ATNA, 是 表示 t= NAF 
X, 之 质点 经 过 时 刻 t 后 的 运动 环 度 ; 对 于 后 省 则 是 + 瞬时 位 于 z, 之 质点 的 
运动 速度 。 

下 面 再 来 分 析 Lagronge ИЕТ, ЖФА Н Ф 
数 ( 变 化 率 )。 

标量 函数 少 既 可 用 将 质 坐 标 Х, желк, 也 可 用 空间 坐标 wz Ж 
Ж, 例如 , 在 例题 工 所 给 出 的 条件 下 , 如 某 温度 场 了 (zi) 可 表示 成 


Т(ау) = +25 
H а= X i+ АХ», а= X, 
可 得 T(X)=X;--(l+1)X, 
$ $=G(X;, t) =g(z 0) 


对 于 Lagrange 语 制 ， 由 于 观察 者 跟随 给 定 质点 (以 物质 坐标 
X, 为 表征 ) 一 起 运动 , 因而 , 表征 此 质点 物理 性 质 的 标量 函数 中 也 
将 发 生变 化 。 如 果 以 也 4/ 太 表示 标量 函数 由 随时 间 的 变化 率 , 根 
据 Lagrange 语 制 的 特点 ,得 
рф _2ф | 290, 0) 
Е] 


Di OF |á Хө 
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着 重 说 明 一 点 ,此 处 采用 D/Dt 表示 观察 者 跟随 指定 质点 ,这 
一 导数 记号 是 斯 托 克 斯 首先 采用 的 。 

至 于 Lagrange 语 制 下 的 加 速度 a 的 表达 式 ， 完 全 可 依 此 推 
广 , 写 为 
_ёда(Хь, t) 


ә? леон 

综合 以 上 讨论 , 可 把 质点 看 成 “ 输 运 工具 ”，, 它 “运载 "着 标量 酚 
数 几 从 空间 一 点 到 另外 一 点 , 而 D/Dt 即 表 示 函数 随时 间 的 变 
化 率 。 

由 于 Euler 语 制 给 出 的 是 空间 坐标 wu 它 在 空间 分 布 图 上 , 给 
出 不 同 瞬 时、 不 同 质点 的 空间 位 置 以 及 这 些 质点 所 “运载 ”之 “ 货 
物 ” 一 一 物理 参数 ,因而 不 如 Lagrango 语 制 直截了当 。 

下 面 讨论 Euler 语 制 下 ， 标 量 函数 由 的 变化 率 D$/Di 表 达 
式 。 

按照 Euler 语 制 , 如 果 在 时 间 间 隔 为 dt 的 两 空间 分 布 图 中 各 
取 一 点 , 则 有 下 列 两 种 可 能 情况 

1. 此 两 空间 位 置 并 非 由 同一 质点 所 占有 (在 不 同 退 时 ); 

2. 此 两 令 近 点 为 同一 质点 于 不 同 朋 时 所 占有 。 

对 于 前 者 , 中 函数 并 非 同一 质点 “运载 ”的 , 因而 其 对 时 间 的 变 
化 率 不 代表 给 定 质点 的 由 函数 之 变化 率 , 可 以 dp/dt 表示 。 

至 于 后 者 ,由 于 所 取 的 是 同一 质点 在 不 同 豚 时 的 空间 位 置 ,所 
以 由 函数 对 时 间 的 变化 率 可 用 D$/ Dt 表示 

由 

ф= 10, Фу] =g[e (Xx, t), (Хь, D, (Хь, D, t] 
因而 , 以 空间 坐标 表示 的 D4$/Di 可 写成 


Dé _ дд(а, t) Ən (X a, t) 4.00, t) 
Рі дю; ЕЛ д 


根据 式 (4-4), 得 


Do, 
Dt 
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De a „86 4-5) 


ЖЕРЛЕ (аз, шз, тз, t) 也 可 看 成 空间 坐标 的 标量 函数 ， 如 
BA vi КЕ (4-5) PRY 四, 则 得 加 速度 的 分 量 


Du _ ди ди 
тә" “ө 
СӨН 4] кн ЕР йа 


ж. н 5 
у= 244 = ав. 
可 得 Lagrange 语 制 下 的 加 速度 


Ov1 2134? 
ana a 2 


, Vs=0, v=0 


Euler 语 制 下 的 加 速度 b 
2 ды _ 3 Г 2ra% Элла д f 2riat 
aa ао A se] Irai 2н [ттен 
2 24 ВР 
ж атату 9—0 а=0 


以 上 结果 表明 , 两 种 不 同 语 制 得 到 的 加 速度 是 相同 的 。 
式 (4-6) 在 Euler 语 制 中 ,加 速度 分 量 由 0/21 和 


ди ts 9 
ааг (e+-grad)u, 


两 部 分 组 成 ,前 者 为 局 部 加 速度 , 后 者 为 迁移 加 速度 。 这 两 部 分 的 
物理 意义 可 分 别 说 明 如 下 ; 

在 Euler 语 制 中 ,速度 分 量 随时 间 的 变化 率 , 可 由 某 质 点 在 t 
瞬时 位 于 空间 位 置 A, 而 在 + 十 此 瞬时 位 于 空间 位 置 B, 此 两 点 速 
度 分 量 之 差 除 以 di 来 表示 。 点 4 处 的 速度 分 量 , 可 在 瞬时 的 空 
间 分 布 图 中 找到 ; 而 在 B 点 处 同一 质点 的 速度 分 量 应 在 t+ 中肯 
时 的 空间 分 布 图 中 求 得 ,此 质点 先 没 假想 的 “如 轴 ， 从 # 运动 到 十 
dt (注意 , 此 时 空间 位 置 4 ЖЛЕ), 这 一 “运动 ”可 看 成 自 变量 中 只 
有 上 二 在 变化 ,w 不 变 , 因而 速度 分 量 随 时 间 的 变化 率 应 是 3oVat。 
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以 上 所 求 质点 是 从 主 且 时 的 A 点 “运动 "到 t+ dt IË hj 00 A 
点 , 速度 分 量 随时 间 的 变化 率 。 但 实际 需要 的 是 质点 从 4 到 了 的 
总 变化 率 , 它 必须 包括 从 А 到 如 由 于 位 置 变化 而 引起 的 速度 分 量 
随时 间 的 变化 率 。 

为 求 得 这 部 分 加 速度 , 可 运用 场 沦 知 识 加 以 分 析 。 

这 部 分 加 速度 ,就 速度 分 布 加 乔 , 它 应 当 是 在 t--dt 时 的 速度 
分 量 分 布 图 中 , 当 质点 以 速度 则 从 二 点 运动 到 B 点 时 ,速度 分 量 
随时 间 的 变化 率 。 

XEF itdi Ў ТАД ЕРАТА, А е Д т 的 连续 
函数 , 即 

S= w (es, va, Za) 

对 于 这 一 连续 函数 ， 总 可 找到 该 函数 的 等 值 面 s = сод, 5] 
外 ,由 梯度 的 定义 可 知 , gradw, 必然 和 ww= const H EH É v K 
增加 方向 (图 4-8), 如 果 以 4 点 的 梯度 gradu, 为 直径 绘 一 间 球 ， 
4 AB—4s=udt, ДЗ 


B т: +dv;=const 
mi 一 const 
4 
图 43 
名 一 Кы КСА = (grado) * S 


式 中 S—AB 方向 的 单位 矢量 
由 于 的 方向 和 4B 方向 一 致 (这 正 是 取 指 定 质 点 的 条 件 )， 
‚219. 


因而 


одн. 
баг 


ХАКИ о 在 w 的 分 布 场 中 从 А 点 运动 到 召 点 
Bf, 随时 间 的 变化 率 。 

对 于 Lagrange 语 制 , 要 求知 道 给 定 质点 的 初始 条 件 ; 而 Euler 
语 制 给 出 的 则 是 有 关 物 理 参数 的 场 分 布 情况 。 


=ts-gradv,— 0: ртайо, = (v-grad) v 


第 二 节 20 ЖЕЛТ, 
了 的 散 度 定义 式 


上 一 节 着 重 讨论 了 力学 中 采用 的 两 种 研究 方法 ,并 指出 ,它们 
在 分 析 指 定之 质点 的 运动 时 统一 起 来 。 在 实际 问题 中 , 任何 质点 
(或 徽 团 ) 总 是 有 一 定 体积 的 , 因而 在 分 析 质 点 运动 的 同时 ,也 应 当 
分 析 其 体积 在 运动 过 程 中 的 变化 情况 。 
在 附录 工 中 ， 对 笛 卡 尔 坐标 系 下 的 微 元 体 SF 的 相对 变化 率 
已 作 过 讨论 ,并 得 出 
d4(əV) 
òy dt 
这 一 定义 式 也 适用 于 斜 交 坐 标 系 , 下 面 来 证 明 这 一 点 。 
已 知 在 斜 交 曲 线 坐 标 系 下 的 微 元 体积 为 д, 其 表达 式 为 
У = V g da’ da? da 
当 此 体积 以 质点 的 运动 速度 v 作 运 动 时 , 其 大 小 、 形状 均 将 发 生 
变化 , 如 令 


= divV 


— DV) 
d Di 


为 此 体积 的 相对 变化 率 , 则 其 表达 式 可 求 得 如 下 ; 
* 220 · 


由 da, -(е+-@. didat 


ds, = («+-® шл 


да? 


上 (e+ 

于 是 ,变形 后 的 体积 4” 
ву "ав. (двух del) =( е,+ w ш) 
x[(e+ w, 


- Гез. (exx es) da da? dat -+ | ёо. 


Гл de)a" 


а) x ( eo+-28 at) |as da” da” 


* (ез хе) 


+e (22, хез) не (ax 名 дор.) as dat at at 


Ah dS: aS; 455 及 dyV' 分 别 表示 变形 后 的 微 元 体积 边 长 矢量 
和 微 元 体积 本 身 。 注 意 ,此 处 已 略 去 引 的 高 阶 小 量 。 
但 由 于 

є. (e x e; da! da? da? = Ng dz! da? dat = ар 


a OPen -2 = Vaen 2 = (#7 ?)е 


4 аа 得 
dy’ =åV --{(У,Ў*)еу. (es x es) +ex* [(V,V?!)e, x єз] 
+e [ea x (VaV ")е]} аал да? da dt 

由 矢量 的 数 性 三 重 积 的 性 质 , 上 式 可 改写 成 

dV:=d4V -Е[Ў,/*+-У„У?--\У»У?] [es (es x e.) del dæ? da? dt 
或 dV'=dV + (V.V54V dt 
令 D(aV)=dV'—-dV 
šE 
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DGQV pa 
Зра Y Via divo 


由 此 得 证 。 


47) 


2004-7) #0, divo 的 定义 式 和 笛 卡 尔 坐标 系 下 的 定义 式 是 


一 致 的 。 这 一 点 也 正好 说 明 dive 为 不 变量 。 


第 三 节 流体 力学 中 各 种 物理 


量 的 张 量 形式 


为 了 应 用 张 量 来 分 析 流 体力 学 问题 ， 就 应 当 写 出 流体 力学 中 
可 能 遇 到 之 物理 量 的 张 量 形式 。 下 面 对 可 能 遇 到 的 物理 量 分 别 加 


以 讨论 。 

(一 ) 动能 表达 式 

设 流体 质量 为 m AIRRA v, 由 动能 定义 

-二 mw £ m(v-v) 
以 及 e=V'e,=V et, Ү,= ду! 
可 得 
区 -于 mV 二 mg 
由 于 速度 为 绝对 矢量 , 因而 动能 为 绝对 标量 。 


(二 ) 单位 质量 的 质量 力 
如 令 单位 质量 的 质量 力 为 有 , 则 
f=f'e,=f'gue! 
式 中 fiS Eo 
(=) 速度 环 量 荆 的 表达 式 
由 速度 环 量 定义 ,得 
o 222. 


(4-8) 


(4-9) 


г фоат, 


已 知 e=V,e, dry=eda 
因而 
T =V (ere94_ fr at (4-10) 


(四 ) 质量 流量 © 的 表达 式 

根据 质量 流量 的 定义 ,通过 任 一 微 元 面积 do 的 微 元 质量 流量 
应 为 

dQ=pv-ndo = pt-1 8, 
由 ею. =з, dS,—= M99 de! dor 
代入 上 式 ,得 dQ=pv' dS, 
展开 之 ,得 
dQ=pV g [v Vg" йа? йа? +v Vg” da! do 
+ Vg алл da’) 


2Q=p g [V йа? dat +V da dot V даі йа*) (4-11 


第 号 闻 流 线 及 迹 线 表 达 式 


流 线 和 迹 线 是 流体 力学 中 重要 概念 ， 所 谓 流 线 就 是 在 给 定 膀 
时 , 由 流体 微 团 组 成 的 曲线 , 在 这 条 曲线 上 , 每 一 流体 微 团 的 运动 
速度 名 苟 与 该 曲线 相 切 。 由 这 一 定义 出 发 ,运用 矢量 的 矢 性 积 ,得 
©хёт»=0 (а) 

式 中 drp 一 一 流 线 上 的 微 元 位 置 撩 量 

一 一 该 姐 时 流 线 上 流体 微 团 的 运动 速度 
令 
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v=v'e,, drr— e,da! (0) 
将 式 (5) 代 入 式 (a), 可 得 
Vida! (e, x er) = гу g Гаа =0 
由 于 上 式 是 零 矢 量 表达 式 , 因而 ,其 各 分 量 必须 为 零 , 即 
Vida — V dat = 0 
үзгә-үтал=о| 
узаг 1022-0 
或 


对 于 柱 坐 标 系 , 有 
V2= v,, Рз 15,, Уу, 
dat= dr, dz?=dp, Па? — dz 
итш K 
至 于 迹 线 亦 可 由 定义 式 

drp=Vat 
以 及 dr>=edat, v=ve;=V'e, 
得 (de'—Vidt)e.=0 
或 

dv'=V'dt (4-18) 


对 于 柱 坐 标 , 则 为 
dr=vdt, a=} vedt, dz=v,di 


第 五 节 本 构 Ж 


在 任意 曲线 坐标 系 下 , 流体 的 应 力 与 应 变 关系 式 ,是 流体 力学 
* 224 。 


的 重要 方程 之 为 了 求 得 这 一 方程 先 对 应 力作 一 分 析 。 
пиона, жере ЕЈ) 
рав, 
вални, SUPHO Ж алан, РЫШ 
ТОТА ЫП 
==] лау BR nas (ma, O) 
如 果 令 o" ЕВЗ RAER FAAR, М = 
张 量 的 逆 变 变换, 应 为 


„д дш. 
"WP" @) 


将 式 (a) 代 入 式 (38), 得 


y д дї я š Ў 
因 BW Oy 分 别 是 ee! 的 对 应 分 量 , 所 以 


由 此 可 得 流体 静 压力 的 着 变 分 量 表达 式 为 
4 一 —рд# (4-14) 
а ТЧ 为 粘性 流体 应 力 的 逆 变 分 量 ，P9% ЭУ J Э ЗЕ 
分 量 , 则 由 流体 力学 知识 ,应 为 


Tugu + PY (е) 
对 于 牛顿 流体 , 存在 下 列 关系 式 
PY Е, (9) 


式 中 Е" — НКЕ 
Sin 一 一 应 变 率 张 量 的 协 变 分 量 。 
完全 模仿 第 卡尔 坐标 系 下 四 阶 各 向 同性 张 量 的 表达 式 ， 应 用 
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二 阶 张 量 的 道 变 变换 式 , 将 8, 变换 为 %%, 则 
КФ" = недир" 9—07) (0) 
将 式 (d)、(e) 分 别 代入 式 (0), 得 
TI=—pg!+ [Aug (gigi + gm"g)] Sim 


由 g" Bin— Sn, grgmSim— SY 
gg Sim" 
因而 
Tu (- рал) 09-2469 (4-15) 
将 上 式 两 边 询 乘 以 go 得 
GT” = (рам) g gat 2789 
或 Т = (—-р+\3л) 9 +2и81 


注意 到 gi =ò 14 i= WEATER 
Ti (ра AS) +98 
由 于 ё&=3,Т{— 2209,0 
— 5р —53р+8А81--2ибї 
或 S; (8X--2n)=0 
在 一 般 情况 下 ,St 不 为 零 ,所 以 
8+2=0 
或 x= -2u 
于 是 可 得 斜 交 曲线 坐标 系 下 的 本 和 方程 为 
Da (p+ 55) "2и" (4-16) 
如 以 张 量 表示 , W 


(1) WE Ру —3p 的 流体 称 斯 托 克 斯 流体 。 
‚ 226 ， 


T=—pI+\(divo)I +238 
对 于 斯 托 克 斯 流体 ,为 | uan 
т -pI -4 u(divo) I +248 


应 用 以 上 结果 ,可 求 得 柱 . 球 坐标 下 应 力 的 诸 物理 分 量 表达 式 


WTF: 
对 于 柱 坐 标 
пи p+ op thivo 
x= р бла) лач 

x= —р+2Ш 22.) nai e 
mta 

taah Ze ++ 

Tu= 2 
对 于 球 坐 标 pz 一 -p+2n R+ divo 


ы 1 ду, Ув А 
To= -p+ R o +) лау 


一 一 1 ду, | ув Ув i 
ze = -PHU Ren др +t +X уе 
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第 六 节 é W ЮЛ 
切 应 力 互 等 定律 


如 图 (4-4) 所 示 , 在 流 场 任 取 一 点 P (a#, a, а"), 以 了 点 为 角 
点 , 取 
ал = 0009, 21-21 = const 
а? = солі, 22-а? = oonst 
а = солі, 224-2 =const 


220г? 


22 


ЕА 


T34 dra 


P (riris?) 
图 4ч 
为 楼 边 的 斜 六 面体 ,各 对 应 面 的 面积 分 别 为 
dS1= |езіа? х esda" | = gg да? йа? = V gasgsa — groda’ da 

48» = gugss Jisdat dat = Vgg™ йай да? 

dSs= V guga gisdæt da? = Mgg™ йай da? 
EERE P N МИ T E R 2 18171 Ж 

— Ta8,, — Td8,, — TdSs 
其 中 T' 表 示 作 用 在 外 法 线 方向 为 一 之 微 元 曲面 上 的 应 力 ， 这 
些 应 力 可 向 基本 矢量 方向 分 解 , 即 
T'=T"en, Т=Т"е,, Ts = Т"е 
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而 par pss es 
分 别 表示 Т: Т ТАА, 到 负 信和 则 表示 表面 的 外 法 线 方 
向 与 倒 易 基本 矢量 方向 相反 。 
下 面 求 外 力 对 点 P, e, MIER MEB 
(一 ) 表 面 力作 用 于 各 对 应 表面 指 中 心 ; 
(二 ) 各 表面 沿 必 方向 的 变 估 设 导 力 完 的 贡献 可 忽略 不 计 ; 
(三 ) 质 量力 对 力矩 的 贡献, 与 小西 力 相 比 可 忽略 不 计 。 
这 样 , 表面 881 Et ЖЕТЖ; P, e°, z°) 力矩 的 贡献 应 是 


一 [( еүйлї\+ л ds? ++ gan) x (ime,)d8; ] 


+ [Ce + esas) x (T™en)dS:] 


一 W (Tiaes 一 Taaea) sgg” da йа? da 
H, E Vy (Te — Te") gg” da? йа? dz? 
Vg (Te зел) gg" da! йа? da 
根据 假设 ， 体 积 力 和 表面 力 相 比 为 高 阶 无 穷 小 ， 体 积 力 对 
P(e*, a°, 字 ) 的 力矩 贡献 可 忽略 不 计 。 因 此 得 
(eT? -eT gT 十 (ET? eT”) gT 
HET en) gT „0 
或 
OV TR FTT) +e gT T — VJET) 
жез уд Т ~ A/g T”) =0 
HT е" KHE, З 
VIFT- SJFT? 0, MGT TS VJET — 0 
мМ Т – „Г pa= o 
Тэз pa Т тэ 
ш у уж” уж уу? 
229, 


由 逆 变 分 量 与 物理 分 量 间 的 关系 ， 令 码 表 示 对 应 的 物理 分 
量 , 则 


#7 


т Уу” 
于 是 
— aa (4-18) 
上 式 表明 , 切 应 力 的 物理 分 量 互 等 。 这 就 是 需要 证 明 的 在 斜 
交 曲线 航标 系 下 切 应 力 巨 等 定理 。 


第 七 节 连续 方程 
在 导出 连续 性 方程 时 ,对 微 元 控制 体 的 选取 方式 可 有 多 种 , 较 
常用 的 有 (一) 微 元 控制 


š вала (ORRE 
Pa 。 制 体 随 流体 一 起 运动。 为 
ra 了 对 连续 方程 的 导出 有 较 

° ‹ 全 面 的 了 解 ， 下 面 在 推导 


此 方程 时 分 别 采 用 这 两 种 
方法 。 
如 图 4-5 所 示 , 设 在 流 场 中 任 取 一 点 P, 以 卫 为 中 心 取 一 微 
元 斜 六 面体 obodefgh, 已 如 前 述 , 微 元 斜 六 面体 各 边 均 由 坐标 曲线 
构成 ,并 设 
аһЬ=е,да?, ае=е„да?, ас = езй? 
于 是 , 由 这 三 条 曲 边 构成 的 曲面 积 应 是 
Dabcd= gg” dads? „йк dat 
Dabef = Gada аа? 
‚280, 


Daceg= Vuda” да? 
而 微 元 体积 则 为 
aV = V g da! da? da 
由 于 所 取 的 是 微 元 控制 体 ,上 述 各 曲面 上 的 流动 参数 (如 速度 
© p 等 ) 均 可 用 点 a 处 的 流动 参数 代替 , 因此, 由 аса 在 dt 
内 进入 控制 体 的 流体 质量 ,应 为 
pv ал dz? dt 
式 中 у —— BE HE о 的 逆 变 物理 分 量 。 
H Def gh $E dt p di Ht bhk K NEARE N 
[оуб 2, (pv VG) аа? Је dat dt 
因而 , 在 dt Vi W а? Арн H САО СВЕ 
六 (ov VEn) dn da” dt 
FU, n 49 dt Р} т! а? Jr E k I # jk hu Mi KUR Et У 


тё. (руч) dn dat dt 


(pv VO) dr da” da dt 


于 是 ,在 路 内 以 控制 体 中 净 流 出 质量 是 
[25м G) ү apv? VGss) + ov Gn) ] 


X da da? da dt 
式 中 Өн =], Ga = gg, Gss = gg, 
由 于 控制 体 的 体积 不 变 ， 所 以 流出 一 部 分 流体 必 将 引起 控制 
体内 部 密度 的 变化 。 假 设 控制 体内 密度 的 变化 率 为 


2e 
a 
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则 在 dt 内 ,控制 体 中 流体 质量 改变 
a a 
20. ау a= 00 g dat da? dat dt 


根据 质量 守恒 定律 ,应 为 


AV Gs) , XV’ VE) ү XV’ Vs) 


=. 
Эрме 


R (vt /g"=V5) 
до, 1 ә(ру/ ду") 
ауу Ө — 0 


(4-19) 


上 式 即 为 斜 交 曲线 坐标 系 下 的 连续 方程 。 在 导出 这 一 方程 时 ， 
假设 控制 体 静止 不 动 。 如 假定 控制 体 和 流体 一 起 以 相同 速度 心 运 
动 , 则 控制 体内 的 系统 和 控制 体外 的 流体 无 相对 运动 , 即 没有 流体 


质量 进出 控制 体 。 根 据 质 量 守恒 定律 ,应 有 
Dlpay) _0 
Di 


Do Day) _ 
或 ШОКЕР ру 0 


De ,Dap) _ 
Dr to aym 0 


Dp _ др | уч до 
已 知 本 


ay di 
所 以 , 式 (q) 左 面 可 改写 为 
до ye  p OVIV) 
WV И 


DV) 1 aVgr)_,, 
-j -aw 
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(a) 


pi „êo | agv" 
А а у= ?] 


а 1 (051%) 
р а 
于 是 可 得 连续 方程 为 
æ, 1 097) 0 (4-19), 


ЭХЕ, 两 种 不 同方 法 得 出 同一 方程 。 


第 八 节 ”以 应 力 表 示 的 运动 微分 方程 


在 第 三 章 中 已 讨论 了 一 点 的 应 力 表达 式 , 由 式 (3-101) 得 
P"do = p'a, 
式 中 p 人 一 作用 于 对 应 之 微 元 坐标 曲面 上 的 应 力 ; 
98 一 一 该 曲面 的 面积 。 


已 知 48, 1.0 азаа VG аз? de 
于 是 p'd8 = VT (VT аза) 


训 用 它 上 结果 ， 可 维 导 出 斜 交 曲线 坐标 系 下 运动 徽 分 方程 。 
设 在 流 场 中 侍 取 一 点 0, 以 O 点 为 角 点 、 过 O 点 之 坐标 曲线 
at= oorist 以 及 ado? = const 为 斜 棱 边 构成 微 元 六 面体 ( 见 图 
4-6). ДО 各 对 应 的 曲面 面积 ,对 所 取 的 微 元 六 面体 而 言 , 应 
是 
48,= V gg” йа? da” 
而 作用 在 对 应 曲面 上 的 表面 力 则 为 
—p'/gg" аа? dat, —p? gg” da da? 
—p'/gg" dat йа 
式 中 2 一 一 作用 于 对 应 面 上 的 应 力 
+233. 


为 讨论 方便 , 令 
р = TE, 


әт" 
Саут) dz da? 


а 一 人 sdzldz3 2 


图 4-6 
BT {ЕЗ p' Vg" БИЛЕУ, 于 是 


FA p” H p Bul 23 Wy Bth ЖЁН, WHEA 
r-T aN Фа lx =pl 
=, [аата 
得 — [9% 
为 使 表面 力 的 表示 形式 和 笛 卡 尔 坐标 相 一 致 , 再 令 
T'=p' [gg =~ g “е, 
于 是 庄 表 面 力 可 改写 成 
— Т! аа? да, — Т? dat да, — T da’ da? 
而 作用 在 六 个 面 上 之 表面 力 的 合力 应 为 


[48-029 32.07) + 0,09) дл 
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- мы ST dat da? da 


ai 
pfay =p f V g da da? йа? 
根据 牛顿 第 二 运动 定律 ,可 得 


001%) аа da? at ру g fam dat дла 


mpv TP az aan do 


或 Эрт S =o N T 00. 
式 中 Dv/Di 一 一 加 速度 。 

由 于 Т‘ Уу Te, 
因而 


әт" ә әт" де, 
ды е 9 +g org tV IT" 


已 知 агуу, Be ke, 
于 是 -Vy + rima rize] 
由 于 s +Type papa = V pa 
所 以 可 得 任意 曲线 坐标 系 下 的 运动 微分 方程 为 
V t +oft= ра“ (4-20) 
хн vate VTT + Ty 
则 上 式 又 可 改写 成 


Jy ENTIA htop (420) 
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对 于 正 交 的 曲线 坐标 系 , 由 于 可 分 解 分 量 即 为 物理 分 量 , 且 
к 
Ju 
РЖ, #ЭЖЛУ р“ f (k).a (k) y B| ñ] 2228 R. 
pa p*= V guga Т 
ЮУ f" 
alk) = Ута а 
КАЛА 20) BHEE Жей, ИГА 


1 8「 р 六 型 | 的 
мд = [> va] ШТАШ 
- SD (421) 
Фк 


对 于 柱 坐 标 系 , 上 式 柚 改写 为 


118 pr „i, 2 [ pe Л. 2 [2er } 
т ДЕШ Еги тт r] 

гет р) —ьабЭ 
gergoe Mr Мат 


1[2([_ р. Ə [_ Peo Ə [рь } 
=r |+ т |+. = 
{з= ] Z -- æl r= ] 
го Риге Pe pO -pc 
“Уза “Ут М» М» 


а-ны ЛАД СИ! 


„2-6 


由 Мат =1, Мае ет, Мда =1, V g =r 
гу-- г-г,-% 
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可 得 
IE omt 20) + Een) Jone 
+pf(r) =а(т) 

1f_2 ô (po 人 ia Pir. 4 Dre 

+ 002) 2 oo) |295 


OROI 
с. 


HE odt 0,0) + 2 Gn) ]+efG) -pels) 


化 简 之 ,并 由 
D 


A r A OEA ATOE 


可 得 (pre = Per) 
а. 2 he = 
‚| Рр X: ] -ar 二 -pr + дрь А др, Ви — Pro 


De дг rop ` @ r 
Dp 2v,v, 1 _ pe, 3 ә 
olge t R] вле) 08242 Con) t2 on) 
42р 
т 


D? др, Я 
ету е (0) + - + 


(4-22) 
注意 ;上 式 应 用 了 切 应 力 互 等 定理 , Prom Por 
至 于 球 坐 标 , 亦 可 类 似 地 求 得 如 下 


= prr ， 工 Әр 1 Opn 
ва) m S 这 


+4 [2рвв— pas — Po +poncotp] + of (R) 


дра 1 Ommy 1 pu 
Ра) Эр tE 98 T Rang др 


‚987, 


+y 2рњ pont (ри Por) ot9] + pf (0) 


— pa ү 1 др» | 1 _ ps 
ralo) -++ Rng др 


#+-2-02р, рив рыю] +pf (p) — (4-22y' 


лт ХВА АТ, 气体 动力 学 
基本 方程 的 守恒 形式 


第 三 章 已 经 讨论 过 正 交 条 件 下 流体 力学 基本 方程 的 守恒 形 
式 ,本 节 将 讨论 更 为 普遍 的 情况 。 

(一 ) 连续 方程 

对 于 连续 方程 ,不 必 作 其 他 处 理 ， 只 须 假设 9Vg /3 一 0, 即 
可 得 出 其 守恒 型 式 。 由 式 (4-19) 得 


aleg) ,0pVgV) _ 
ёвуз) paes 97) x 0 (4-23) 


(二 ) 运动 微分 方程 的 守恒 形式 
为 便于 讨论 , 先 将 运动 微分 方程 
改写 。 注 意 ,此 处 忽略 了 了 不计。 


7А = Dv 
首先 , 应 用 连续 方程 将 了 2 改写 为 
өү —*| © + (о-у) e |+ e A 


2EY) +p(o-y)o+ov.(po) 


于 是 , 有 200) +о(0-У)6+0У. (рр) =V-T 


. 238 + 


р" а 1 (09У) 
г e) (ву r Verve z> se Ет) )] 
-vie 


展开 之 ,得 (人 0) 
acor" 9007?) еруу б еу уд. 
+V'ej-+ ҮРҮ =(ViT’)e, 


HERS e REE, И e 2, 出 上 式 可 改写 成 
гу) уд" ә. 4] 


пле 7 ФО) Lars 


代入 之 ,得 
alr») «ду 1_д(о/ gv) 
+pV gr +P[ 广 ex4] 


ЕД РТ, 
Ре ү арт) pVVITS тәг, —0 
иу, IVg /3t=0) 
ANV gV”) ,opVI9VVY) OVgT™) 
йй аш др 


+e GVVT- Уу Т®Гу—0 (4-24) 
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上 式 为 运动 微分 方程 的 弱 守 恒 型 式 。 
如 果 是 理想 气体 , 则 


2000) +plo-V) otro. (рь) = -vp 


207). ) aV g) er] 


ә 1 
DE e+ Ar Эуе е, |7. уу a 


于 是 
дү! 1 
ОУ Vo, tpp' Oh est pvp B+ FAA, 


---#®е, 


д ғ 1 3 [5 
e, 2 + 7 [Voor ү +r æ pr Je, 


+V Vex 


aarja 0-86 
HIREA НОР, 将 第 二 项 、 第 三 项 合并 ,得 


lV, 1 ra( Vg oVtVr 
п н 2 


或 
Xy 20?) САБРУ?) го TL 
-Vg 
由 21071 yp) ~ V g. g- pAg) 


д 
• 240. 


代入 上 式 ,得 
OC(V gpV’) ,a(V gorT) _д /gg 
: ёі ol Әт? (gp) 


07909) Voor rh 


或 
207 РР") aL g (gp+pV'y) 
ôx 
=G). TTD (4-25) 
上 式 为 理想 气体 的 弱 守 重型 运动 微分 方程 


对 于 柱 坐 标 系 , 如 令 W9 =r, gr =1, m=, r= b= 


1 
о, Ve= s гы 


У-у, Гре е, Г, 1 
可 得 


O 这 一 方程 也 可 将 速度 w 向 倒 易 基本 矢量 et 方向 分 解 ,然后 导出 如 下 : 
令 9 一 Fuet 则 运动 微分 方程 


ёо e) Hori perre [21 1 Es др ау 


将 上 式 与 ex фай 
б a (arae aor (a 2) 


+7, [222] о 


гт 
r: а 


д 1 AVAT) 1 pVVVD) 
rt egy 


令 er = r, 部 -ap у ёр. -0 


则 


USTE ATNA gHoup V9) pa р 2 ЛУГ, 
ôt 
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arpv) , #[т(р+ру®] ү (рузу). ү Ә(тругуг) 
а + дг kam +, 


=р+руз 
Ә(т?руь) | д („з 日 2 
Ер ак (rspvrve) 十 Эр ЇР КФУ! + 


-2 tr (ov,v,)]=0 


Por 4.0. (@ovv) + B loven) +-рр1(Р+ рут] 


=0 
(4-26) 


对 于 笛 卡 尔 坐 标 系 , 令 W9 1, 01-02-0981, 0-0 
б, У-у, Рау, И = vs, T=0, 可 得 
д 二 aurt ачар =0 (4-25), 
(=) 能 量 方程 的 守恒 形式 
能 量 方程 可 根据 式 
2060) +Y.(p+pa)p-0 
应 用 散 度 表 达 式 求 得 
a VA +2 p+) V9VI=-0 (4-27) 
对 于 柱 坐 标 系 ,为 
200") + Erv (pr po)]+ -F Evel p+] 


+2 [rv.(p+pe)]=0 (4-28) 


第 十 节 ”有 势 流动 、 势 函数 及 
其 性 质 、 势 函数 方程 


, 


由 式 (8-88), 令 А=0, WJ 
242. 


Vxv=roiw= J = Z == 
V, Va V, 
如 果 对 整个 流 场 满足 
rotb 一 0 
则 称 此 流 场 为 无 旋 ( 或 有 势 ) 场 , 而 这 种 流动 称 有 势 流动 。 根据 零 
矢量 的 定义 ,对 于 有 势 流动 ,为 


Әү, әу; 
a Өй? 
或 дү, _ OV, 
CA @ 
从 数学 分 析 知道, 要 使 V, 为 某 一 函数 由 对 坐标 的 偏 导数 ， 即 
=$ y, - 99 у _дф_ 
Fš v, ‚Ёз 26. 


Әх? 
则 式 (ga) 是 它 的 充 要 条 件 。 
Жр, И (а, 22, ze, t), AT ф ( 势 函 数 ) 也 是 二 的 函 
št, r KWA, E = ist 
Vida +V ada +V dz 
可 认为 是 由 函数 的 全 微分 
y, Grada d = 06 dot 9 d 2 ир аф 


印 对 于 无 放流 动 , 有 
V =-= V dat 
e=V e= 2 evy 
Җ (Ъ) ЖЕЙ, 对 于 有 势 流动 一 定 存在 势 函数 Ф, 其 对 坐标 BJ IN SP 
数 等 于 速度 在 该 方向 的 协 变 分 量 。 


0) 


243, 


不 仅 如 此 ,在 笛 卡 尔 坐 标 系 下 , 速度 势 由 对 任意 方向 驴 的 篇 导 
数 ( 即 所 谓 方向 导数 ) 就 是 速度 在 该 方向 的 投影 , 这 一 结论 对 斜 
交 曲 线 坐 标 系 也 同样 正确 , 下面 就 来 证 明 这 一 点 。 


а Т) 


O da _ди ар 
式 中 应 有 了 Q Z Km x 


Ov 
因 50 00 
B а дф k dy 
ти L x x 


对 于 笛 卡 尔 坐标 系 dy*/as 应 是 单位 矢量 S Jr fE k ДЕЙ 8А Jr t 
的 投影 , 即 


dy = 
"ш (Syx=8, 


ET дф/ду* ERRER v ЕЩ FAUGESRE T k ARAN ШЕЕ 
分 量 , 为 


(wn 

而 % 一 0 一 
由 此 得 证 。 

应 用 以 上 结果 可 求 得 势 本 数 方程 如 下 


在 运动 为 定常 的 条 件 下 , 连续 方程 可 写成 
divpv = pdivv +v- gradp -e VgV’) 
十 -00 (а) 
运动 方程 为 
.@44. 


dp+ pode = 0 @) 
a (©) 


音速 方程 为 


应 用 以 上 方程 , 可 得 


dpm -LAEV V) -Er PV) 
a 2 242 дай 


" ый 


因而 a 


2a 
部 ~ афет 
ляй, @ 
方 МР r ( р]=0 (4-29) 
如 将 рце 则 


= б“ Маму) – “gagu V V ) 
一 0 (4-80) 
如 以 v-v, дф Er ag te 24 


ЖА (4-89), инен ватанга. 
作为 一 个 特例 ， 可 应 用 上 式 导 出 柱 坐 标 系 下 的 势 函数 方程 。 
对 于 柱 坐 标 系 ,应 用 
M9 =r, ает, Pap, =g 


Mga =l, Vga =r, Vga =1, МТ =1, Vg” -1, 


мӯ -1 
代入 式 (4-80), 得 


Eent Zoi 


Э \ТҮӨ 


一 Z= (+ v+ vD) 一 


5 5 (у?+у?ї+ її) 


-要 v (у2+у2+-у?) =0 


-2b y 134 д 
* vot, у. +4, у, ® 
v =, v=} Por v, =, 
M 
1 ə {1 Сд 1 д 
та) AE A 
(н) оф (t-q) 
-opo itg) =o 
展开 之 ,得 


— L derpu 4 r> 


+ 


在 pp tt 
1 
ы PrP Poraa Poppa — е, 


1 2, 
= $$, Ф:ф.=0 
Беу 


(0) ai etla- Ehu 


— 2Ф,Ф‹ p _ 26.4, 
РҮ a р, 


_ 2ФФ 内 
r LES: 
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x(1+ $i )=0 (4-81) 


第 十 一 节 ”叶轮 机 械 气 体 动力 学 中 两 
类 坐标 系 转换 关系 式 的 导出 


在 叶轮 机 械 气体 动力 学 中 ， 经 常 遇 到 绝对 坐标 系 和 相对 坐标 
系 间 的 相互 转换 ， 这 一 节 将 应 用 已 介绍 过 的 知识 求 得 两 类 坐标 系 
间 相互 转换 的 关系 式 。 

现 以 wz 表示 绝对 柱 坐 标 ,wz” 表示 相对 柱 坐 标 ,@ 为 转速 ,其 方 
向 和 Оу 相同 , 以 e, 表示 绝对 柱 坐 标 系 的 基本 矢量 , e; 表示 相对 
柱 坐 标 系 的 基本 矢量 , 假设 初 瞬时 两 类 坐标 系 重合 一 致 , 则 

m=i =r, P22+ot( 或 0=p+owt) 
m=" =s, eme; (Jh es=ts) 

令 流 场 中 的 标量 函数 为 9 矢量 函数 为 A, 由 绝对 标量 和 绝对 
矢量 的 定义 ,可 得 

ala, 0) =g [zt (a"*, а", а), t] 
A(x, t) = А" [a(g 2°, а"), t] 
(一 ) 标量 函数 9 对 坐标 的 偏 导 数 转 换 式 


д _ дд д” ә! 
由 20° 25" = 
因而 
д" Bu a д„ 
Жет” йу Эди «з 


ERAEN, BEIRTE q АПИ ЕНДИ Ө ЖОШ, 
式 中 эбе 表示 对 相对 坐标 的 偏 导 数 ， 而 e 则 表示 对 绝对 坐标 
的 偏 导 数 。 
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(二 ) q 对 时 间 的 偏 导 数 


ôg" әд г 3g Әд 
а СӘГ ди Әг 
由 于 =P, e= z", да а" ой, а= 
ôt дал _да%_„ дї даа _ 
因而 Bb а 0, тъга tomow 


да? 2e o, дд дд 
ата 7—1 


所 以 


дд" _ à, ёа _ Dog д4 
ra 一 aL +o 5 a to- (4-83) 


(=) g 对 时 间 # 的 全 导数 
Рр 2 " Da" 
Мк Hae De 
由 式 (4-33) 可 得 
р _ а, әу әр Dz" | др /Dr 
ФЕЙ to + рет у + ы pre) 


да" Dr" 
+ 22% Di 


Dz" ра Dz" _ Dz 


注意 到 新 - (0) Di D’ Dr 1ї 
于 是 


Da -Du (4-84) 
D. Әу, дд Dz 
式 中 Data D 


上 式 表 明 ,标量 函数 g 对 时 间 t 的 全 导数 是 相等 的 。 
(四 ) 矢量 А 对 时 间 * 的 偏 导数 
在 分 析 矢 量 和 4 对 时 间 £ 的 偏 导 数 时 ,需要 注意 以 下 事实 
e,=e;, A=A'e,=A"e} 
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因而 A= A" 


OA" A _ ad | д4' Фе 0 Belo 
NN Жш тышл ащ 
У 84 әд, үа, , әл 
所 以 i Q toe 


将 上 式 右边 oA SE, a 


2a 一 aar e+o 24 eto Ae — o At де. 
或 
дА" _дА _ 04, ӘД 1 де, 1. е, 
гаа + да o(a да tA ра 
з де. 
+428) 
代入 之 ,得 
24 -24 2A -o[ (1. в -4°(те) ] 
或 


(4-55) 
BAA onna 


(E) 矢量 和 4 对 时 间 的 全 导数 
在 分 析 矢量 和 对 时 间 的 全 导数 之 前 , 先 求 出 e, 对 时 间 的 全 导 
„ош 


е,= 0080 1+ sin Ө tt, е,—т(—вїл ĝ tu, +0080 и») 
e,=th 
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De, (D), De _ DO Ре, 
可 得 -Dr (% k % -Di те" U 
于 是 
D. 
A Bee- Bara 
„DA D8 СД 
= И 7 еа (т Е", )e 
已 知 = фі оа? = а:*%-- оз) 
ч 
mar DE- moe 
Й D? „Эр _ Рр 
所 以 "ОЛ рә 
MJ 
DA. ра" er+A™ 2e. +0) ета" 
_ Do oe 
x( 1% ә) 
DA -2i оха" (4-86) 
设 o ЭХ ИЕ, o 为 相对 速度 , oX re 为 牵连 速度 , 则 
Юе Шш+охтр 
代入 上 式 , 即 得 
DP Р (wtoxre) tox (wtoxrs) 
或 де -了 8-+2oxto+ox(oxrnm) 


这 就 是 叶轮 机 械 气 体 动力 学 中 经 常 使 用 的 绝对 运动 和 相对 运动 的 
转换 关系 式 。 

[例题 9] 试 应 用 相对 速度 w 的 逆 变 分 量 与 绝对 速度 C 的 逆 变 分 量 间 
的 关系 , 证 明 
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divC=divw 


Or=W"', W°=0°-w, W’=0’, g=g° 


cr 
及 divC= 一 一 方 2 3 


ia ee пева +Z ] 
Vg 


由 — шо, ET 5 гур Vg = 


divC=divw 


第 十 二 节 ” 流 函 数 的 定义 式 及 其 性 质 
在 二 元 定常 流动 中 ,无 论 是 可 上 缩 或 不 可 压缩 流体 均 存 在 流 
函数 灿 由 二 元 .定常 可 压缩 流动 的 连续 方程 ,为 
ONTV) 0r ONV TV) +e TV) 0 
(4-87) 


- e. 9 уз. Әф. 
Pi (а) 
则 上 式 满足 连续 方程 。 为 了 以 后 讨论 方便 , Жа. 8 作为 二 元 流动 
的 下 标 ,于 是 
Veen 2 IC 四 


Җи a 8 HR 1.2, 
式 (8) 即 为 可 压缩 流体 的 二 元 定常 流动 的 流 函 数 定义 式 。 
HAR p 有 两 个 重要 性 质 ; 
《一 ) © #—const, 则 此 曲线 即 为 流 线 


如 令 
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ар 00, a+ Shan Ё шг (о) 
将 式 (2) 代 入 式 (0), 则 
Vg я 
ар (25-0) гера? @ 


сь ”由 流 线 方程 ,可 得 
` saa" dat =0 
R 327° RAR), 8 
ар =0; p= consta 
2 由 此 得 证 。 
© (=) 过 两 点 间 的 质量 
Р 流量 等 于 po 乘 以 该 两 点 流 
ELEAN 
m 4-7 BERRY- h= 
Or 上 任 取 两 点 P. R (ШН 4-7), 然后 在 P. В 两 点 的 连 线 上 取 一 
AO, ER PR 联 线 的 微 元 位 置 矢量 dre, ЭМНЕ О 点 的 速度 为 
e, TERMI ds- dre) 的 质量 流量 应 是 
4ф@—р|® хіть | рвав “da” V gg™ 
对 于 二 元 情况 , gm 一 1。 因 而 
dQ= peas V" dze SVT 


已 知 P~ ват“ -pa 

代入 上 式 ,得 dQ=ps 2 da =po ih 

于 是 Q- 20-а -0:) 
由 此 得 证 。 
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第 十 三 节 定常 不 可 压缩 流体 


无 旋 流 动 的 流 函 数 方程 
对 于 不 可 压缩 流体 , p 一 po, 因而 
Ута fh (a) 
再 加 无 施 条 件 
— vu =O @) 
及 
У, фла (о) 
1 
可 得 Vo gar ваб a) 
代入 式 (5), 得 
E O уу®)=—° @ 
ая ваба быб„а—быду 
ЖАЛ, [евә £]. 
或 (90.5 "ria 
将 上 过 展开 ,为 


(y 25 0) о (ла 00 


- i) )-о 


Яа дф _ ga ду д [gu д 
a= [22 35 дай T бог [рл 入 种 


Фа дф Ja дф _ ga ду 
ГУ arli Рт Ке а уу as] 
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+ [88 әр _ 


2 [з д0 _ oa 201-0 
әл Ly g о" Vg 92 


整理 得 
д {дв Әр 
(25. аг S) 
а әр ү_ 
-e 8) таг 8) -0 (3) 
式 (4-38) 即 为 定常 、 二 元 不 可 压缩 流体 无 旋 流 动 的 流 函 数 方 
程 。 
对 于 柱 坐 标 系 , 则 由 да -1, дат, V g = r, фа=@а=0, 
代入 式 (4-38)， оен 
1 êp 
s: r) A 名)-0 
өр 1 ёф 1 Әр o apo 
或 ааг B+ FA 
此 即 为 由 ey 如 果 是 笛 卡 尔 坐标 ,， 则 可 得 
《 按 通常 的 表达 形式 ) 


д? д°‹ 
CA 


第 十 四 节 定常 ,可 压缩 无 旋 流 
动 的 流 函 数 方程 
对 于 无 旋 . 可 压缩 流体 的 定常 流动 , 可 根据 连续 方程 


Ды Ф.а: g, Ve 
V,= г Jo рер.а 
由 无 旋 条 件 гыз» = 0 
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得 8, ton )„-0 „= 


展开 之 ,为 1 S a), = пет? pr ]-° 
或 
(yada 8,28.) (z Фа). 1 (8,5,0 A ES 


x (2= ф.з)р„=0 
经 指标 缩减 后 , 得 
Ge). - (She) (eba t.) 


(a) 
< 中 的 pe 还 须 应 用 基本 方程 作 适 当 处 理 后 再 消去 如 下 : 
由 运动 微分 方程 


dp= —pu du 
音速 方程 dp=a°dp 
2 
得 do= – 6.4017. 
2 
pam (A), 0) 
但 
1 7556 1 А 
(И У.) = 3( вава раба ) 
- + аа 8. О) (о) 
ЖЕ (о) КА. (), H 


рат В sana AL да,ар), 
展开 之 ,得 
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m g eb 
(8-2), ] 
或 
CEPE р, 
Г 1 ъа pee (4) 
(ар, 
ЖКА (а), H 
(5.59 o би р, n 
24701 с пс аы Р J 
=0 (4-89) 


ИБС 80) Р, HEA RANN 
(E, S.) (g (8), ] 
-[ Far „+28, 14,2 
s(a) a] 
(Sepite p n,o) (берч, Fe2229,.9,,) 
(gv, Sma, ер), 
(нрава) [орар 


а, apa) Jat Сорап, [ар 
e 256 • | 


яй, 19а, ра) |a} 
АТЕЙ, ИГ aer, =e, 即 轴 对 称 情况 ,为 
gu=1, ga=1, дт, g = —0 
ф,а=Чф,‹, ф,а=ф,, 
代入 以 上 各 项 并 经 整理 ,可 得 轴 对 称 ,无 施 流 动 的 流 函 数 方程 为 
(1-0) (1-6). 


十 2 


C р, арар, = r 09 (4-40) 
A 
pp D 

Sea. y, Ош (1 1 E 
(s rage vs jG EG E 


3087687], 
1 
+ 


ё, 
92100) 990) 
代入 式 (4-89), 得 


rt 


Р 
Í Пан] 

А 
sena (1-р з Ра 0—0 
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第 十 五 节 二 元 条 件 下 , 涡 量 《的 表达 式 
在 二 元 流动 的 条 件 下 , 涡 量 《 可 表示 
A(Z- Ziaran L Tne 
由 Vem so Fo ф,в V agu" 


得 


1 
《一 sw -六 (9,7%), ves = evaeom (0 аі, 小 „ев 


= Е 1 ро 
(8,9,6 — 8,5) Jo, г), ses 
pei: 7 а Pe Аё, 
Z (e; 3 Ф, u— gaa Рр” з 


-2k gehs ghs Jaat (ж#н. 2 је 


(4-41) 


s (4-41) ПФР ВАА Т, 二 元 、 定 常 、 可 压缩 流动 的 
涡 量 表达 式 , 如 果 是 笛 卡 尔 坐标 , 则 
дади, VY =1, =й 


(4-41) {Ез 


展开 之 ,得 
{--[#-(ф„и+ф,д)— 0-00, Hbst) Је. 
m [=e a (VWa) Jus 
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或 "ї=®|—лФ+4,(тф- те) Jus 
ETR 
[ав Спрече) Joo (442) 
ATERRAR, 如 仿 да 7, бот, Vg =r, 
Мае = Ml 


t- (в) + Ghe) Ја, 


-o(a (E) |, 
于 是 
区) 人 
-全 [pn 
或 с-а (р +q. ) pth) ] 
即 


-5e (Pn бв) онч] e 


第 十 六 节 针 交 曲线 坐标 系 下 , 定常 超 
音速 流动 的 普遍 特征 线 理论 


(一 ) 特征 线 的 普遍 理论 
某 些 物 理 问题 常常 可 应 用 一 阶 偏 微分 方程 组 加 以 描述 。 如 假 
定 某 物理 问题 具有 个 待 求 函数 色 , uo, …, ш 《它们 是 % 个 自 变 
Жал, а?, e, 的 函数 ), 则 这 些 待 求 函 数 应 服从 个 由 普遍 定 
"2j9 » 


律 建 立 起 来 的 基本 方程 以 及 补充 方程 。 由 这 些 方程 构成 的 方程 组 
常常 是 一 阶 的 ,而 且 ,对 于 ди„/да? 而 言 , 通常 是 线性 的 。 

对 于 任 一 待 求 函数 u, 其 在 一 阶 偏 微 分 方程 组 中 出 现 的 形式 ， 
可 写成 

аі а. жа дн+. `+a, u. 

式 中 系数 cu as, +, G, 是 2! fl и, 的 函数 。 

如 果 我 们 把 Əu,/8z1, дшда, ---, ди'/да^ 看 成 是 gradu 的 协 
ЗЕН, аз, as, +, cn 看 成 是 矢量 а 的 道 变 分 量 , 则 以 上 多 项 式 可 
改写 为 


a-gradts 
一 般 情 况 下 ,个 一 阶 线性 偏 微 分 方程 组 可 写 出 如 下 ; 
(CR 4-а ttan ш) 
+Ñ: да е.) УША 2u, ) 
(аа дп +а, дь + =. sh 
(2.08. tans 2u, Ppi э ) 
+ (ви aam 2u, HHan ) 


(an2 +а д + “+ aam p) 8 


(а 2u, Harar G+ да ) 


(а ә + kes: ди + адь be 
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ди, ди, 
thon дь амо 22 + Gu: ди... =, 


如 果 以 矢量 形式 统一 表示 以 上 偏 微分 方程 组 ， 则 只 须 将 方程 
组 的 诸 系 数 视 为 加 个 nn 维 矢量 ,其 一 般 形式 可 写 为 a,,(a=1, 2, 
5 ®ш=1‚ 2,…, )。 于 是 ,由 个 方程 组 成 的 一 阶 偏 微 分 方程 
ане авт» 


а. gradu, = ba (4-44) 
或 
а=1, 2 
as Biu -aizi 2 :) (4-45) 
væl, 2, =, т 


将 微分 方程 组 写成 矢量 形式 ,其 优点 在 于 , 这 种 形式 与 坐标 系 
选取 无 关 。 在 讨论 由 式 (4-44) 表 述 的 某 一 物理 问题 时 , 我们 可 选 
用 对 该 问题 尽 可 能 简单 的 坐标 钵 : 

自然 , 个 梯度 必 将 有 nk 个 分 量 。 通过 坐标 系 的 选取 , 空间 
一 点 卫 沿 (m 一 坐标 轴 方向 的 分 量 均 可 性 意 给 定 , 于 是 式 (4-44) 
成 为 用 以 确定 其 余 大 个 分 量 的 方程 组 。 但 可 能 存在 某 一 平面 E, 
对 平行 于 号 的 给 定 的 b(n 一 个 梯度 之 分 量 而 言 , 方程 组 (444) 
不 能 确定 其 余 和 瑟 垂 直 的 个 分 量 ， 这 种 平面 我 们 称 为 特征 平 
面 ,下面 我 们 来 寻找 这 类 平面 。 

先 对 方程 组 (4-44) 进 行 线性 组 合 如 下 ; 

将 方程 组 (4-44) 对 应 乘 以 实数 因子 do(a=1, 2, 8, =, k) 然 
后 相 加 , 得 


d.,a;,*gradu,=d,b, 
或 
A, gradu, = B (4-46) 
式 中 А„=да„ B=d;b, 
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方程 (4-46) 是 由 方程 组 (4-44) 直 接 得 到 的 ,因而 , TERRA 
+4, 如 何 选 取 ,方程 组 (4-44) 的 解 始终 满足 方程 (4-46)。 

方程 (4-46) 的 左边 是 矢量 之 数 性 积 的 和 , 其 中 的 每 一 项 А,. 
gradu, (А, 为 a, 的 线性 组 合 )， 均 可 看 成 是 A, 的 绝对 值 乘 以 
gradu, 在 А, 方向 的 投影 如 果 对 d, 作 某 种 选择 (ds 不 全 为 零 )， 
致使 矢量 A, 均 与 公共 平面 召 平行 , 则 gradu, 在 4 方向 的 投影 分 
量 也 必然 和 公共 平面 召 相 平行 , 即 gradw 将 不 存在 和 平面 加 相生 
直 的 分 量 ， 或 方程 (4-46) 左 边 的 线性 组 合 中 不 包含 有 和 平面 E J 
垂直 的 分 量 , 根据 定义 ,这 一 平面 五 即 为 特征 平面 。 除 此 以 外 ,在 
4, 平行 于 恕 的 情况 下 ,，(n 一 1)k 个 梯度 分 量 存在 线性 关系 , 因而 
不 能 任意 指定 。 

下 面 来 具体 求 找 这 样 的 平面 E, 显然 , 待 确定 的 平面 如 可 用 
其 单位 法 向 矢量 和 表征 。 

由 于 4。 均 与 入 相 垂直 (或 А, 与 召 平 行 ), 因而 必 有 

A. А,=0; A- А„=0; +; A. А,=0 
或 da (А-а) +1.(А- ал) + +d: A-a) =0 
da (A+ da3) +da (A а) + +d (Ng) =0 


ddn) +da da) +--+0,(А-аһ)=0 (4-47) 
如 果 d,, da, +, 0, 存在 非 零 解 , 则 必 有 


хал AVG. Ae ys 


=0 (4-48) 
А-а, ,EE A Ga 


式 (4-48) 是 入 为 特征 平面 法 向 单位 矢量 的 充分 条 件 ( 必 要 条 件 不 
证 )。 

解 出 行列 式 (4-48)， 可 确定 特征 方向 入 从 而 可 通过 式 
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(4-47) а, ЖЕФ, А, (4-46), 1% 
A; gradu, = В" 


趟 (4-49) 称 相 容 关系 式 


(4-49) 


(二 ) 斜 交 曲线 坐标 系 下 , 定常 超 音速 流动 的 特征 线 解法 

在 斜 交 曲线 坐标 系 下 , 当 坐标 系 选 定 以 后 , 定常 超 音速 流动 共 
有 五 个 待 求 函数 , 它们 是 , 压力 p、 密 度 p 以 及 三 个 速度 分 量 (或 
о), ТТ Ё—Б„ ЗЕЛ АЯ а, 即 %=8。 对 于 这 种 流动 , 显 


然 应 当 有 五 个 方程 。 这 五 个 方程 是 : 
1. 连续 方程 ,为 
1 alo gy» 0 
Уа да“ 


pr Jere- др. +yz -0 


2. 运动 方程 ,为 
Vito w EVET +2. By =0 


式 中 "人 为 指定 指 款 , ШЕЧОЕЧ Е 4 Jy E, 
3 .音速 方程 
由 


э Dp Рр kp x др др _ 
BD or oo 


因而 有 


gern 
AAA) RIEAN 
artea В Eo 
于 是 , 四 个 方 кй 


(а) 


@) 


(o) 


‚ 263 + 


{+ a are l (p2 +уз 22 ys р) 


In 
p дар) 


(24 ау: +y 0 арі ys s 

+200" уз B ge 08.) учугу 
m2 дуз +у* дүз 十 Pa 2) 
(+ 
rz ay? 


+" 00-да 20 дә 0р.) VPT (450) 


з СМ 


ау 


由 式 (4-50), 立 即 可 得 
gu~ (p, 0, 0); а: (0, p, 0); a.s= (0, 0, р); 


sa = (ry, у? 南天) 
а а а 
= (#*, V°, V°); аа (0, 0, 0); a. (0, 0, 0); 
1 1 1 
a= (29, pa 5") 
аш= (0, 0, 0); а= (УЗ, V3, Уу; аш = (0, 0, 0), 
(2, ) 
an= (0, 0, 0); ав= (0, 0, 0); аш= (Уз, Үз, V°); 
Д 1з 1 
аа (Be, Lge, Lge) 
令 dada do de 为 四 个 实数 ,分别 与 式 (4_.50) АНЯ, A 
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后 相 加 , 即 得 方程 (4-46)。 其 中 
А-а: t+ dg +49440 
Аз = days + dolas +H dqas аца 
As = 4134-03025 dss Fd as 
А, = daut daat dias + dä 
B=db1+daba tdabat dsbs 
前 四 式 分 别 和 入 作 数 性 积 ,并 令 
A.A,=x:A,.=xX-As=X.A,=0 


则 有 
Min) HACA- а) +da (Aeda) -Е4,(А-а„у=0 
da (At dsa) +Ф (А.а) -+@(А-авь) +da (At Ges) 0 
一 (和 aas) +8 (А-а) +da (A+ sa) 1-04 (A aag) =0 
4 (А-а„)-+4(А-аы) ds Na) +da (A da) =0 
令 上 述 方程 的 系数 行 烈 式 为 汶 , 即 

А-а» Ааа А-а Ааа 
A.G; А-а» 和 .as 和 .as 
Т [а-а А-аа Маш Аб 
«аш ^а Хаз, Ман 
将 式 (4-51) 中 各 对 应 矢量 代入 上 式 , 则 得 

юм Q 0 0 

ом 0 Q 0 
azja o о @ |0) – 67-0 


a 


Q 1м 1а Ls 
Ф р р p 


AH Q=, ШТА 3938451518 BL, 因而 
A.A =0 
这 样 , 上 列 行 列 式 简化 为 : 
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@-о@—-0 


或 9:.2= 0; Qs = +a 
下 面 对 这 两 种 情况 分 别 加 以 讨论 。 
第 一 种 情况 : 当 Q=0 时 ,有 
[рм 0 0 о л с 
Pa 0 0 0 а 
pa 0 0 0 HE 
о ta LR || a 
А р 2 p |! 
或 


Ndi 一 0; Mad: =0; Лай, -0; Ada +22d, + Xd, = 0 
于 是 可 得 010: GV d| = Ya; d, Уа 
对 于 这 种 情况 , GR Ф ЛЕТ 
1. 特征 面 ( 流 面 ;方程 
由 :和 A 一 可 得 drpXxXv=0 
ЖЖ dre ЭЙИ ЕЕ o 方向 的 微 元 位 置 矢量 , 由 
агь = edat; e= e,V! 
因而 有 drex = (e, x e,)V!dat = 0 
或 атрхо ве" g V tda —0 
алу? = dan з; йа? V °= даР, далу 5 = do 
即 为 流 线 方程 
2. 特征 关系 式 
Я d1=0; =; da = Vs =Vs 分 别 代入 式 (4-49), 可 得 
V (V: Br) + 二 Po 各 -二 Fi 区 
жу (ручуъ. L 2) 
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+V (VO VT) 0 


或 
Va (名 CE I AA )+2 v (25 р )-0 
Dv дү: 
Ит (r) нит 
(Vp)i= gt- 
因而 上 式 可 改写 成 
Do 1 
rd Di 2 ЖҮР) =0 
或 
v Zoti vvp=0 
рүз\,1 Dp_ 
Се )+ De (452) 
а? 1 
($ то 


式 (4-52) 所 表示 的 相 容 关系 式 , 就 是 欧 拉 方 程 的 微分 形式 , RER 
示 , Qws 一 0( 或 9- 入 =0) 代 表 着 流 面 。 
第 二 种 情况 ，Qs,s= 土 < 
i 9-0-2, П Qs, = +a 可 写成 
ЕН 
如 图 4-8 所 示 , 点 卫 的 扰动 必 将 沿 马 幸 锥 向 下 游 传 播 ,而 马 替 包 
Ш 


-14 


а 


ЗИНЕШ, TREINAR А SREE о WIR F+, 
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因而 


ооо )- 一 Vsin 凡 一 一 Q 
G) 锥 面 方程 


如 图 4-8 所 示 , 过 卫 点 取 一 微 元 位 置 矢量 dre, 则 
dre-o= |drp||vlcosp 


但 cos = Ма 
[ө] 
于 是 ать |ать| va 


显然 ,以 上 结果 只 有 当 v>>a 时 成 立 , 由 于 
drp=@dz', о=еп! 


因而 dre: = дугу! 

дийл") = gyudon do My a 
即 (gudatV1)° = gu da! da! (0° – а?) 
或 (Уда)? = gu dat da! (w? — а?) 
展开 之 ,可 得 


СО 1) — (%#— а?) ga] (dst)3+ [(Ў„)*— (%#— a°) gaa] (dz?)? 
+[(Из)#— (%*—а°)дза](й®)%+2[/;/з 
— (0 а?) galda dat p V s — (0° — an) gaa] da’ йл 
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+2[УзЁз— (%°—а°)дв1да*4а®=0 (4-58) 
如 退化 为 笛 卡 尔 坐标 系 , 则 必 有 
[%— (0° —a9)]de do-+ [u — (9? —a°)1dy dy 
+ [02 — (%#— aP)]dz dz--2%,%/1e dy + 20,0, dy dz 


+2u u, їой = 0 (4-58 
如 果 是 平面 流动 , 则 有 
(由 一 02) (dz) + (02 — 2) (ау) +2(vvy)dady=0 
或 (LY + (a*-— 9) -2a (0) 0 


dr nn ta М as 


а а^—%% 


FBL H ERRA, WA 
[7— (%°— а?у] (dr)? [(„)#— (%#—а®у] (тар)? 
+(%1— (02 —a?)] (gz)? +-2ru,u drdg 
200, dr de+-20 u, dp dz= 0 (4-58)" ` 
(2) 相 容 方程 
取 v" 和 = 一 a, 则 有 


-a =0 
114 Le ы 
р 


> 
ё 
° 
° 


a p 
或 pjadi 一 ad 一 0 
pd, — айз = 0 
Phedi— Р 
1 


фах маъ. 224, H 


Xd =0 
于 是 
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нг a = РМ. z ар, = dad = a, (4-54) 


иш ыяк лас), затв 
+ 1 a(l 
К ы te 


ph дүз 1 др 
+B (Vi нөт! +7. 0-0") 
+ (учар. V'V'Th+ >. 名 s") 
1 


+e (ула траг + L -#-у*)—0 


或 
2 у др. æ ++p To d ang) 
(Уаз AVV Th ) +E hg" =0 
由 于 (учди + ртуть) =-А- (20. 


Ки)» 
因而 , 上 式 又 可 改写 成 


1 p m ү 2050) р Do ‚1 
k w ter o eCe) 


=0 


或 加 +eaivo+ L "у. (20 +1 Ур)=0 


В.А а, 则 对 上 式 稍 加 改写 , 立即 可 得 更 为 简单 的 相 容 关系 
式 如 下 : 


TEO 


Dp š ра 
Di т v-pr teve )] 0 (4-55) 
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由 于 De +pvp=0 
为 欧 拉 方程, 它 对 任何 方向 均 成 立 ,因而 式 (4-55) 又 可 简写 为 


Tai А 
[5 vE +v(divo) ]-。 


或 

4 DP + adivv=0 (4-55) 
由 ss s Io 
Ж + p= F eS A] 


将 以 上 结果 代入 式 (4-55)' эрле (DEY 的 表达 式 , 则 可 得 张 重 
形式 的 相 容 关系 式 
ү. 1 avgr] 
“(= (5 ае 


ж rhv yr |- e [a] -o 
对 于 笛 卡 尔 坐 标 系 下 的 平面 运动 , 则 由 于 
Vi=x, Уо, V3=0- 
Vg =1, 91 фәт 9а=1 gu(i¥j)=0 
Гі, =0 
式 (4-55)” 可 改写 成 
[2 де ү єл, (Z+ +2.) 


“(aa 


整理 之 得 
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(а?—;) ды + (а? _ p 2 I a. + ?*) 
Ен. 
z \ Ove 2 \ 8 „лу OvVe _ ы 
CE 
由 式 (4-56) URR (4-58)' 可 求 得 沿 特征 线 的 相 容 关系 式 如 
Т: 
Ф. {-Ж,ш 


do, _ Ove ЕСА СЛ An дт, 27 
А Ойу! de аг rO 


应 用 无 旋 条 件 , 则 上 两 式 可 归并 为 
дъ. _ dve day a Doy 
w “do “Ор 
代入 式 (4-56), 得 


(1-5 аа. “у 9] 


k: 
+[ a )e+ 25941-2] -0 
上 式 中 最 后 一 项 为 零 ,于 是 有 
r ма? а? (4-57) 


а — u 


IR (4-57) BPA P T HE 8 2 EEF R yE ЖА РЕ RER 
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附录 工 位 移 张 量 元 素 的 几何 解释 


无 论 是 流体 力学 还 是 固体 力学 , 位 移 张 量 都 具有 重要 的 地 位 ， 
这 里 首先 对 笛 卡 尔 坐标 系 下 的 位 移 张 量 元 素 Du 作 些 讨论 ， 然 后 
以 平面 极 坐标 系 为 例 , 得 出 曲线 坐标 系 下 Vav 的 几何 解释 。 

1. 笛 卡 尔 坐标 系 下 , Dw 的 几何 解释 

对 于 笛 卡 尔 坐 标 系 下 , 位 移 张 量 元 素 Du 可 分 成 两 类 , 一 类 是 
i=j, 7—2 еј, WA Du, Da 为 例 , 阐明 它们 的 几何 意义 ， 
然后 加 以 推广 。 

1. Ры 的 几何 解释 

由 位 移 张 量 DD 的 定义 式 , 可 写成 


Ov 
Da = 2 
"ә 


假设 z, -vi (у, Ye, Ys), ®з=%з= 
0。 如 图 I-i 所 示 . 设 在 瞬时 沿 — y, 
Оу WAHRE Р. 9, 其 坐标 分 
ЖЇЗ (у, Ye, Y), (Yi т буз, уз, Уз), 


© dt дА, РРР И 2 Pt ои. Qi 
团 ( 或 成 点 ) 运 动 到 P', 位 于 @ 点 的 . 
MNADA Ө, 已 知己 点 处 O агр 
在 t ЕСИП НЕ W оре 

Фр, (03, Ya, Ys), WJ „БЫ 


Фо, = о (А бул, Ya, ув), TÆ 
РР'=ор,й, QQ'= ua dt 
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ДЕВИН, HF оро то РИШ PPAR, We PR 
Sys, P'Q'= yi +d(Əy;), W 
P'Q'— PQ=d(ëyi) = (P'Q+QQ') — (PP'-+ P'Q) 
=Q -PP 
或 а(8у1) = (тоз—®н)й—-©?+- гч» ву. Dn Si dt 


фы (аул) 
Әл дл 


上 式 的 几何 意义 是 很 明显 的 ，d(3%i) RRR B) HE dt Pl a 
буз 的 伸 长 , 当 除 以 yi Ж dt 以 后 , 则 表示 单位 长 度 、 单 位 时 间 的 
伸 长 ， 因 而 Du 表示 沿 Ori 方向 单位 长 度 的 伸 长 率 。 对 于 Шы, 
Dea 也 可 作出 类 似 的 几何 解释 。 
应 用 以 上 结果 , 可 进一步 得 到 速度 9 的 散 度 divo 的 几何 解释 


如 下 ， 
如 以 Sya ду» „биз 为 楼 边 构成 体积 dv, 则 
8 = дуз дуз буз 
经 过 时 间 dt 以 后 , 各 微 元 长 度 分 别 体 长 到 
Ву буд 
于 是 By =Bys+ dBys) = dys + Bor Bys dt 
5, —ду»+@(ду) = Sy 92. ay, di 
ду» 
бул, = ys + (буз) = Bys +- уай 
ду» 
而 由 它们 所 构成 的 体积 ,为 


8V’ =V +4(8V) = 8018,80, 
-G+ 2 ёт ti)(1+ доз (+ за), Sys Bye 
将 上 式 展开 并 略 去 高 阶 小 量 , 则 可 改写 为 
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57'- P+ (2212 十 -ma =) ав, Буду 


或 s= це al 
857'-5 _ 4(8У) _( w , д, дв\_ 
ТҮЙ Ovdt -(@ ж а 58.) divo 

койо kakashpa KAT 


的 相对 变化 率 。 

2、Dis 的 几何 解释 

由 Dy 的 定义 , 如 令 i=1 j= 
2, 则 


дә; 
Da = 601 
буз | 
现 仍 假定 3 一 wu(ys, Va, Ya), з= а 
0, vs 一 0。 沿 Oys 方向 取 一 微 元 长 度 5ya(PQ), 并 令 ` 


Р(уз, уз, уз): Q (i, yat Əla, ys) 

%pi = 0р:(01, Уз, Ys); Фо: = 0:001, Ya+0ya, Ya) 
经 过 路 以 后 ， 位 于 了 、 Q 的 流体 微 团 分 别 沿 Oy, 方向 运动 到 Pi 
,而 

PP’ mvp di; QQ тый 
现 假设 va>vzs 则 
QQ- PP'= (vor— P) di = 90 g y, dt 
上 式 左 边 是 Q ARNT P 点 的 相对 位 移 ， 如 果 变 形 很 小 , 则 QQ'— 
РР' 可 看 作 微 元 弧 长 ,而 

QQ'=PP' _ дь, 

”5 
则 可 看 作 РО 的 旋转 角速度 оро 取 负 值 (按照 习惯 , 转动 角速度 中 
„#78 * 


以 反 时 针 方向 为 正 ， 当 -人 +->0 时 ,oro<0), 即 


СА 
onm — iya 


完全 类 似 , 如 过 卫 点 沿 Оу 方向 取 一 点 В, 并 令 0, ъ= 
vay1, Ya, Уз), s = 0, 则 重复 以 土 讨论 可 得 
дез 
ЕД 
即 25 可 看 作 PR 的 旋转 角速度 orn( 2 >0 时 ;ore>0)。 


综合 以 上 讨论 可 知 , Ds 
的 各 元 素 , 对 ;~; 的 各 元 素 
表征 了 法 向 变形 ; ТЇ ijy 
Жо ЖИ] ЖЕЕ Т J 向 变形 ， 
对 于 坊 向 变形 ， 还 可 以 分 解 
为 纯 剪 切 变形 和 拟 刚体 转动 
ЕА 
WE 1-8 Br 28, Wk o= 
(Yn Ya, Уз), Va— Va (Wa, 
Ya, Ys), 9—0, Ж буз. буз, 
був 为 棱 边 的 六 面体 。 如 果 只 计 及 相对 运动 而 不 考虑 法 向 变形 ， 
则 经 过 单位 时 间 以 后 8yi、3ys 分 别 转 过 
Әз Әһ 
еуі’ ду 
的 角度 , 此 四 面体 发 生变 形 运动 。 现 将 这 种 变形 运动 分 两 步 完 成 ， 
首先 ya дуо 在 单位 时 间 内 同时 转 过 a 角 (对 角 线 不 转动 )， 落 入 
图 上 虚线 位 置 ， 然 后 将 六 面体 看 作 刚 体 转 过 8 角 ( 六 面体 不 变形 ) 
和 最 后 变形 重合 一 致 , 则 
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wpr= 


ir +) 


1/ дъ Ov 
-alae a) 
至 此 ,可 把 六 面体 在 Pysys 平面 内 的 变形 运动 分 解 为 
sw lí дра, 3v, 
@ annari) 
这 种 变形 ,对 角 线 不 发 生 转 动 。 


D 拟 刚 体 转 动 一 委 ( 9 一 -名 +) 


六 _ 样 以 工 (za — 2% Унуз 
六 面体 不 变形 ,而 是 条 刚体 一 样 以 ge 一 名) 的 转动 角 
速度 旋转 。 
= 1 дт, дъ 
令 ea- 号 和 
— (w. or 
ТЗ ди 
则 两 者 结合 代表 了 介质 的 前 切 变 形 。 
除 此 以 外 , 由 于 


Ən, 
дуз 


=т= ©ро= — 
IIE 


因而 = (оноо) 


BA PR 1 PQ, 因而 ， 氢 刚体 的 旋转 角速度 os 可 理解 为 相互 垂直 
ТЕ (РЕ а ду, РО 或 5y,) 旋 转角 速度 的 算术 平均 。 

以 上 讨论 了 笛 卡 尔 坐 标 系 下 ,位移 张 量 元 素 的 几何 解释 , 虽然 
有 一 定 的 局 限 性 , 但 一 些 基 本 结论 仍然 适用 。 

《二 ) 斜 交 曲线 坐标 下 , V! 的 几何 解释 
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对 于 任意 斜 交 曲线 坐标 系 的 情况 ， 难 以 用 简单 的 几何 关系 来 
说 明 位 移 张 量 元 素 , 但 为 说 明 问 题 , 下 面 仍 以 平面 极 坐 标 系 为 例 加 
以 介绍 。 

第 三 章 曾 经 提 到 ,在 斜 交 曲线 坐标 系 下 , 只 有 应 用 VA У,у 
4 才能 表达 矢量 A 的 分 布 强度 , 因此 ,下面 先 对 平面 极 坐标 系 下 
VA 的 各 元 素 一 一 求 得 , 为 讨论 方便 ， 令 Ао, 即 讨论 位 移 张 量 
的 情况 。 

对 于 位 移 张 量 的 诸 元 素 , 可 以 应 用 公式 得 出 ,也 可 由 平面 极 坐 
We 即 由 


ipsa Vre,--V*e,)* e! 
已 知 
де, _ 0, де, _ _ е, де, е, де, 
ôr ' др rT’ дї r’ др 
DE e,.e,=1;e,-e*=1;e,-e*=0;, e,-e”=0 
则 平面 极 坐标 系 下 的 四 个 位 移 张 量 元 素 分 别 为 


"Os уу, EP e 
а 24 аг + т 


一 一 er 


VoVr= 和 rr Vo= ӘР". У" 
А ар 


由 太一 or vy" 十 Vo 同时 将 以 上 四 式 改写 成 物理 分 量 , 得 


_ ёб sl ду, 
У,у" “Т Эк! Vev? а a 


1 Bo 1 ду, 
Vv'= V/.Vr = Viy’ m - 
ФУ! Z Я A Ун; Vov’: ZF ГАД 里 


式 中 Yrv Vev, VeV", Vov? 分 别 为 位 移 张 量 的 物理 分 量 。 
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+у 


为 了 说 明 它 们 的 几何 意义 , 现 取 高 度 为 1 的 曲 六 面体 4B0D， 
并 令 4 的 速度 为 (vr, ve)， 如 图 
I-4 所 示 
> "| 
А, уз voB. v, + ©" Br 


Yo 十 


Əv, 
至 于 O.、 刀 两 点 则 不 同 , KHI, р 
两 点 的 分 速度 相对 于 A AIR, 
仅 大 小 不 同 , 方向 也 发 生变 化 。 当 6 
也 点 的 速度 相对 于 4 点 与 出 时 , X ms 
须 计 及 这 一 变化 。 这 也 正 是 速度 分 量 对 坐标 的 偏 导数 , 在 曲线 坐 
标 系 下 不 能 用 以 衡量 速度 分 布 强度 的 原因 。 

分 析 点 4 和 点 D 间 速 度 分 量 的 关系 , 可 得 


Var 一 Vr 十 


= 8р—у„8р 


Ур = v + те 3p 十 Vrag 
同 理 可 得 O 点 的 速度 分 量 为 
ду, 
др 


Ver 一 Vr 十 


8p+ 人 87 一 Ve3p 


Vor= ve 十 Z= 8p+ 87 十 Vr5p 


a 
FEA BITA AHE 此 内 沿 径 向 的 相对 位 移 为 


ду, 
дг 


а(дт) = (ув – у) ove Ез £ ór dt 
alòr) _ ду, 
бё дг 


点 卫 沿 周 向 相对 于 4 点 在 吐 内 的 位 移 为 
279. 


а(г5р) = (vos — va ( Pept vp)at 
айдо) (2%. Xe) 
或 Ве) (Pet) 
以 上 两 式 的 左边 正好 是 微 元 长 度 АВ (дт) #1 4D(r8p) 的 相对 
伸 长 率 ， 而 右边 则 分 别 以 物理 分 量 表示 位 移 张 量 的 两 个 对 角 线 元 
素 。 


НАИВНА Ж.Р КА 点 的 切 向 位 移 。 显 燃 , 如 点 对 
4 点 在 哮 时 刻 内 的 相对 位 移 应 是 


(wm 一 vod 一 a òrdi 


于 是 АВ 边 的 旋转 角速度 为 


Dr 
这 里 到 正 值 是 由 于 з >0 时 was>0。 


再 分 析 了 点 相对 于 4 点 在 dt 内 沿 径 向 的 位 移 , 显然 ， 在 dí 
内 , 卫 点 相对 于 4 点 没 径 向 移动 的 距离 为 


(vm— Wu=( Zip- veap Jdi 


于 是 4D(r5p) 的 转动 角速度 oao 为 


—_ (V v)dt (ду, _ Xe) 
rõpdt С\тдр т 


这 里 到 旬 值 是 由 于 .一半 >0 时 ,ouo<0。 于 是 ,转动 角速度 
应 是 


CD4B 一 


wasp 


„А. = 1({ ду, у» _ ду, 
e= (олвол) «(э кл e) 
e ave) _ Әү, 

ТЇ аг Әр 


或 o= 


. 980 - 


而 纯 剪 切 变形 в WERE 
1/ду, , ду, _ Ye 
азы вале) 
以 上 通过 最 简单 的 曲线 坐标 实例 说 明 , 在 曲线 坐标 系 下 , 描述 
殷 矢 量 场 的 分 布 强度 时 , 要 同时 计 及 诸 分 量 的 大 小 变化 和 方向 变 
化 。 作 为 一 般 情况 , 从 矢量 A 的 位 移 张 量 表达 式 ， 


VA аА + AT, 
其 中 “7 为 指定 指标 , 而 “2 为 求 和 指标 , 展开 之 , 可 得 
Ti- A AAT AT hot А®ГЬ, 

将 以 上 结果 和 平面 极 坐 标 做 比较 , 可 以 看 出 , 等 式 右边 第 一 项 
表示 矢量 А 的 “大 小 ” 随 空间 坐标 的 变化 ， 第 二 项 则 体现 矢量 A 
的 方向 变化 ， 从 上 式 还 可 看 出 , 无 论 是 矢量 А 的 “大 小 "变化 还 是 
方向 变化 都 不 能 正确 表示 矢量 А 的 分 布 强度 。 
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附录 I 矢量 分 析 概述 


某 物理 量 除 在 一 定 的 单位 制 下 测定 的 数量 外 ， 还 需 用 空间 一 
定 的 方位 说 明 其 性 质 的 量 称 为 矢量 。 矢量 的 数量 (大 小 ) 称 模 , 在 
图 解 上 用 箭头 表示 矢量 ,箭头 的 方向 为 矢量 方向 , 箭头 的 长 度 就 是 
矢量 的 模 。 

只 有 因 次 相同 的 矢量 才能 作 比 较 ,只 有 当 方 向 和 模 均 相同 , 才 
能 认为 两 矢量 相等 。 

当 矢 量 的 模 为 零 时 , 则 称 此 矢量 为 零 矢量 , 模 等 于 1 的 矢量 称 
单位 矢量 。 

现 用 模 表 示 矢 量 大 小 ， 以 单位 矢量 表示 其 方向 ， 则 某 矢量 A 
可 表示 成 

А=ла (1-1) 
式 中 4 一 一 矢量 A 的 模 
a— ki А 同方 向 的 单位 矢量 。 

为 研究 问题 方便 ， 常 常 根据 问题 的 性 质 把 矢量 分 为 ， 固 定 矢 
量 , 滑 移 矢量 和 自由 矢量 三 种 。 

固定 矢量 一 一 这 种 矢量 的 作用 点 必须 有 一 定 的 位 置 , 例如 , fE 
用 在 气体 微 团 上 的 力 , 其 作用 点 即 取 在 气体 微 团 所 在 的 一 点 上 。 

滑 移 矢 量 一 一 这 种 矢量 的 作用 点 可 沿 矢量 方向 任意 移动 而 不 
改变 问题 的 性 质 , 例如 , 作用 于 刚体 上 的 力 就 是 这 种 矢量 。 

自由 矢量 一 一 其 作用 点 可 任意 选择 。 在 作 一 般 性 讨论 时 取 这 
种 矢量 。 

下 面 讨论 矢量 的 一 些 代 数 运算 。 
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(一 ) 矢量 的 加 、 减 和 分 解 

1. 矢量 的 加 减 

要 得 到 代表 矢量 @ 及 6 的 几何 和 的 矢量 c， 则 必须 从 空间 任 
取 一 点 4 作 矢 量 @, 再 以 矢量 @ 的 终点 为 始点 作 秋 量 6 38 X A 
与 矢量 6 的 终点 c 联结 起 来 , 则 AC 即 为 矢量 c, 并 以 下 式 表示 

c=a+b ат-2) 

式 中 矢量 ab 为 分 矢量 ,矢量 c 为 合 矢量 。 

жи 11-1 (0), а+Ь=Ь+а (11-8) 


в) Ф) (©) 


图 пі 


即 冬 景况 几何 和 符合 交换 律 。 
作为 特殊 情况 ， 当 矢量 a. b 的 终端 趋 于 一 点 时 , 因 合 矢量 的 
BIR, NRE c0, FE 
a+b=0 (11-4) 
加 图 了 -to R, ЖЫ Б 
减法 为 加 法 的 逆 运 算 , Ç ж 表 
жа, сулх, д 
m=a-b—=a+(—-b) 
由 图 11-2 所 示 , 若 要 从 矢量 a 
中 减 去 矢量 6, 则 可 将 矢量 4 加 一 
HRE b КЛИ, I HRR 


_ 
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量 一 5b, 或 在 以 矢量 a 及 台所 作 的 平行 四 边 形 中 ,其 一 对 角 线 代表 
矢量 a 与 6 之 和 , 另 一 对 角 线 则 代表 其 差 。 
2. 矢量 的 分 解 
共 线 矢量 一 一 所 有 互相 平行 的 矢量 均 称 为 共 线 矢量 ， 共 线 矢 
量 可 以 下 式 表示 
ъ-та (1-5) 
М m>0 b, RRE b УК а Fh m<0 B$, WERF 
Hm= 一 1 表示 两 矢量 大 小 相等 而 方向 相反 ; 特别 是 当 a 为 单位 
RER, ACID) PARA b 的 表达 式 
共 面 矢量 一 一 如 矢量 ab, сїт 3Р1, ШК a, 
b c 为 共 面 矢量 ,对 于 共 面 矢量 ,为 
с=та+пЬ (1-8) 
式 中 ab 为 不 共 线 ; 反之 , 所 有 与 不 共 线 矢量 а,Ь 为 共 平面 的 矢 
量 e 均 可 用 式 (II-6) 表 示 。 式 (II-6) 可 看 成 矢量 c 在 a_b 方向 的 
唯一 分 解 式 。 
ERE ab c 为 不 共 平 面 , 则 任 一 矢量 Q 可 以 下 式 表 示 
d=ma-+nb+pc (1-7) 
则 矢量 d 可 分 解 为 相继 与 a.6 及 c 三 矢量 相 平行 的 三 分 量 , 而 式 
《II-7) 为 唯一 的 分 解 式 。 
作为 特例 , 如果 a b c 均 为 单位 矢量 , Н а-и Ь=и, ce 
ts, Йй 
d==mu,+ntta+ ptis ; 
式 中 mu, nila, pts 分 别称 为 的 可 分 解 分 量 ; 如 果 uz и, ús H. 
REX, 则 та. nu, pus, J d 的 投影 分 量 ,mn、p ух а [0% 
影 分 量 的 模 , 简称 投影 。 
如 果 d=ma+nb+pc=0 
即 d HERE, 则 a b c 为 共 平面 。 
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8. 一 矢量 对 另 一 矢量 的 投影 
设 矢 量 在 矢量 58 方向 的 投影 为 mw WI 
а= а сов р = асов(@, b) (11-8) 
式 中 o— а,Ь 的 夹 角 
ЖЕБЕ аш, ази айа 分 别 为 矢量 a 的 投影 分 量 , 由 于 三 个 
投影 分 量 可 取代 矢量 a, 矢量 G 在 5 方向 的 投影 等 于 三 分 量 在 6 
方向 的 投影 , 即 
m=acos(a, b) = аз сов(и;, Б) + а»сов(и», b) 
+азсоз(из, b) 
上 式 左右 两 边 均 除 以 w 则 


cos(a, b) =сов(й, @)оов(и,, Б) +-сов(из, Б)оов(и,, b) 


+еов(из, @)cos(tés, b) (11-9) 
C) 矢量 的 积 
1. 矢量 的 数 性 积 
两 矢量 @ 及 如 的 数 狂 积 定义 为 
а.-Ь-=аЬ сов р==а$ cos(a, b) (11-10) 


MARE а БУЗ ЮЕ, 
数 性 积 的 特点 有 
(1) 两 矢量 的 数 性 积 为 一 标量 ; 
(D) 数 性 积 的 正 负 号 视 两 矢量 之 夹 角 而 定 。 如 夹 角 为 锐角 ， 
Ша.0>20, ж 25 
特殊 情况 , 当 а | 则 a-b= 0; 
23 a b, 且 方 向 相同 , 则 а-Б-а; 
X a/b, EI HH, W а-6= -ab 
(8) 由 定义 可 知 , 数 性 积 符合 交换 律 , 即 
a.b=b.a 


数 性 积 也 符合 分 配 律 , 即 
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a.(b+c)=a.b+a.e 
(4) 由 以 上 结果 可 得 出 , 如 果 单 位 矢量 u, to. ta ER IE Ж, 
w 
st = ada Шз, Шз = 1; 
Wits = Шз 03-30, 
如 单位 矢量 Ll, ls 互 成 斜 交 , W 
L-L=1, 5 1,=cos(L, L), 10 
(5) 利用 式 11-9 Жж т.Б 数 性 积 的 定义 式 ,可 得 
a-b=ab"cos(u,, а)соз(и;, Б) --ов\@‚ а)сов(из, b) 


+-сов (03, а` cos(1:s, F] 


如 令 а соз( 1, а) = 2;, beos(ss,. Б) =, ++ 
则 
a-b=a hit 0» ash, (11-11) 
上 式 为 ta tts Us 互 成 正 交 条 件 下 ,Qa 汐 投 影 分 量 表达 式 。 
2. 矢量 的 矢 性 积 


一 矢量 , 如 其 大 小 等 了 以 矢量 a-b 为 棱 边 构成 的 平行 四 边 形 
面积 ,其 方向 垂直 于 两 矢量 所 在 的 平面 , 而 所 指 的 方向 为 由 a 到 
顺 最 短路 程 绕 该 矢量 旋转 时 的 方向 ， 则 此 矢量 称 为 两 矢量 @ K b 
的 矢 性 积 。 

根据 定义 , 矢量 a b 矢 性 积 的 模 为 cg sin (a, b), 如 以 e 表示 
矢量 a b 的 矢 性 积 , WJ 


c=axb (I-12) 
矢 性 积 的 性 质 为 
G) a fb Bi, HF sin(a, 8)=0, 可 得 
axb=0; 4 а | b B$, WHF аш (а, Б) =1, 所 以 
laxb|=ab, 
(2) 矢 性 积 不 符合 交换 律 , 即 axb5= 一 bxa。 
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(3) 矢 性 积 符合 分 配 律 , 即 
ax(b+c)=axb-+axe 
(4) 根据 定义 , 如 令 ui us. ts 互 成 正 交 , 则 
Wi X tti = tto X Ua ~ tts X tts = 0 
UX U= — UX U= Us, ез, 
(5) 如 lai la ls 互 成 斜 交 , WJ 
Lxl =l, x1L=l,x1,=0, 
х= іп (Ё, Ё), е " 
式 中 BLL, 为 单位 矢量 。 
(6) WH axb 展开 成 分 解 式 , 则 
axb= (abs— sba)Wit (G3b1— 1bs) Ua 
+ (mba— asb) tts 


t 9. ts 
Gi Ga а; 
bı b, bs 

RP- h Uo Us 分 别 表示 互 成 正 交 的 单位 矢量 。 

з. RR ab c 的 数 性 三 重 积 a* (bx c) 

ЖЕ Жа. (5Xc) 为 一 标量 。 数 值 上 等 于 以 a.b.c 为 楼 
边 构 成 的 体积 六 ,其 性 质 为 

(1) 当 三 个 矢量 共 平 面 ， 
由 于 三 个 共 平 面 矢量 构成 的 体 
BRHF, WT а. (bx c) =0; 

(2) 三 矢量 中 有 任 两 个 矢 
量 相 等 或 共 线 , 则 

a.(bxc)=0 
理由 同 第 一 点 。 


axb= (II-13) 
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(8) 如 果 矢 量 a b c TREX, а. (5 xc) 为 正六 面体 , 共 
BURRE a b c 的 模 。 
(4) MERE ab c ERAZ, 则 如 图 11-8 所 示 
a- (b хс) =abosin p cos@ 

(5) 根据 定义 
a.(bxc)=b.(cxa)=c.(axb)=-—a-(cxb) 
=—b.(axc)=—c-(bxa) 

为 便于 记忆 ， 以 上 结果 可 看 成 a b c 按 逆 时 针 排 列 时 为 正 ; 
以 顺 时 针 排 列 为 负 。 
(6) 由 以 上 结果 , 可 得 
t° (Ua X tt) = t° (и, хш») 一 工 
Ui. (из X tt.) 一 ta (s X.) = —1 
СТ) 对 于 斜 交 的 单位 矢量 , 如 图 IT-3 所 示 ， 
&a=L,b=L, c=l,, W 
Le (la x 1,) =cos0 sm р 
(8) жї a Бс Жа. (5 xc) 可 展开 写成 
а. (b хс) = аБаса--азЬзоз +-азЬ:оз — a1bs02 —asbios 


— аъзо 
或 
аа аз аз 
a.(bxc)= |b, b, bs (HT-14) 
о 0 Cs 


4. 矢 性 三 重 积 @x (хс) 

矢量 ax (bx су Ита, XS F (bx c), AT ax (bx 
с) b.c 共 平面 , 据 此 , 矢量 ax (了 xc) 必 指向 垂直 于 矢量 a 的 
平面 与 矢量 b c 所 在 平面 交 线 的 方向 。 

为 了 将 a, b. c 的 矢 性 二 重 积 展开 成 计算 式 ,可 先 将 0 хс 展 
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FH 
bxc= (Бәс зс), + (bse;— b103) Ua + (aiba — azb) Us 
u, to из 
ax(bxc)= а а аз 
(bacs 一 baoa) (Бае, - iacs) (Без — Вас) 
于 是 
Гах (Бхс)], =аз(?02-- bsc1) —as(bs01— b108) 
上 式 右边 + аЬуо,, 则 得 
Гах (bxc)]:=bi(a:e ac da.) (ars; i taba +asba) 
或 Гах (Ех 2)1,--0.(а-2)- (0-6) 
依 此 类 推 , 可 得 
[ax (bx c)]s=-b,(a-c)—e(a-b) 
Гах (bxc)j;—bs(a-c)—cs(a-b) 
于 是 
ах(Ьхе) =0(а:с) –с(а.Б) (11-15) 
5. 一 些 有 关 的 矢量 代数 运算 
在 张 量 分 析 中 常用 到 一 些 较 复杂 的 矢量 代数 运算 ， 现 举例 如 
F: 
(0) WE (axb). (сха) ~ (ас) (Ь-а) – (a-d)(b-c) 
Ш. Фа=ахЬ, у) 
(ах). (сха) ~: (c xd)=d. (a хс) 
或 
(axb).(cxd)=d[(axb)xc]=([b(a.c) —a(b.c)]:d 
= (а-с)(Ь-4)у— (a-d) (b-c) (11-16) 
(2) 试 证 ax(bxc)+bx(cxa)t+cx(axb)-0 
WE. 
由 ax (bxc)=b(a-c)—c(a-b) 
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bx (сха) ~с(Ь-а) -а(Ь.с) 
сх(ахЬ) ~а(с:Б) -(с-а) 
将 以 上 三 式 相 加 , 则 得 
ax(bxc)+bx(cxa)-tcx(axb)=0 (11-17) 
(8) 试 证 (axb)x(cxd)=b[la:(cxd)]—alb.:(cxd)] 
证 ， 令 w=axb 则 
(axb) x(cxd)=c(x-d)-d(x-c)=c[(axb)-d] 
—d[(axb)-c] ` (1-18) 
上 式 表示 矢量 (a xb) x (сха) 向 c、.@ 方 向 分 解 的 分 解 式 ， 
同样 也 可 向 a Б 方向 分 解 ， 写 出 其 分 解 式 为 (@x5)x(cxqd)= 
b[a.(cxd)] -a[b.(cxd)1; 


应 用 以 上 结果 , 则 
b[la.(cxd)] —a[b-(cxd)] =c[(axb)-d] 
—d[(axb)-c] 
由 以 上 讨论 可 得 
Ж ._Фхс) ._(сха) 
a oa a. (bx c) ] +b[a 50] 
(axb) ' 
te de (048) 


ш qd 向 矢量 a.b、c 方向 分 解 的 分 解 式 。 

(4) 试 证 (ax5B).[(bxce)x(cxa)]=[a. (bxe)]’ 
证 ， 令 w=bxc 

于 是 

(bxc)X(cxa)=c[(bxc):a]-a[(bxc)-c] 
=c[(bxc)+-a] 

所 以 

(axb):[I(bxe)x(cxa)]=(axb).:{c[la:(bxe)]} 
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= Ка хб)-с][а.(Ьхс)] 


因 (ах):с=а-(Ьхс) 
则 
(axb)-[(bxc)x (cxa)]=[a-(bxc)]? (11-19) 
(5) RE 
А.а А-Ь А.с 
[A.(BxC)][a-(bxc)] = |B.a B-b В.с 
C.a Cb С.с 
WE, 由 д % 
IA. (BxC)]=|B, В, В, 
C CG, G, 
а, a, а 
[а-(6хс)]= 16, b, b, 
Ci Ca Cs 


代入 之 ,立即 可 得 

(=) 梯度 、 散 度 和 旋 度 

在 力学 中 ， 常 常 引进 梯 
度 米 衡量 标量 场 、 矢 量 场 等 
的 分 布 强度 , 至 于 散 度 , 可 看 
成 各 种 力学 场 的 数 性 导数 ， 
而 旋 度 则 可 看 成 是 矢量 场 的 
矢 性 导数 ， 下 面 分 别 对 它们 
作 些 讨论 。 

i. 梯度 

设 在 某 标量 场 中 任 取 两 
MBRR $ M фар, 
如 图 AAR, n ЗИН 


图 пч 
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面 上 上书 的 法 向 单位 矢量 (指向 由 增 加 方向 )。 
在 空间 任 取 一 点 0, 以 0 为 原点 取 笠 卡尔 坐标 系 Oyyeys, W 
P RREKIN Tos HEG SHEAR P+ MHA, 
TAPE +a її n 3 NEPSI, 因而 
оф 2%) 
ôn дз /ma 
ds—drp= РР, 的 绝对 值 。 
现 定义 90 n3 03836 $G, 9, ys) 的 梯度 ,着用 符号 rad $ 


жт, 于 是 


втайф- É п (1-20) 
由 图 П-4 所 示 , 得 
dp втайф-ать PË dn (а) 
同时 ,由 
44--2#-д+-® Sq + A Sa = (e ш 
ноа Stun). (духи, +dystts-+dystta) 
K E ¿ase 
于 是 
dd 一 (Fhimt é unt- ш) ап > Фф) 


АЕ (а), (Б), 即 得 
gradg =h- u tP u+- u (п-21) 
式 (II-21) 即 为 第 卡尔 坐标 系 下 , 梯度 的 定义 式 。 
如 令 ó (1, уз, уз) = сопзі, Й] 
4ф-0 
‚00. 


或 gradg% .dyp 一 0 

上 式 表 明 gradh 和 等 值 面 ó = const 垂直 。 

2， 散 度 

速度 o 的 散 度 已 在 附录 工 中 论 及 ， 对 于 任 一 矢量 @ 的 散 度 ， 
这 里 只 写 出 定义 式 


diva= 


да: ‚ даз ‚ дав у, TI- 
rs. s Va (11-22) 


如 把 V 看 成 矢量 , 则 上 式 可 看 成 Y 和 а 的 数 性 积 , 值得 注意 
的 是 ,Y 既是 矢量 又 是 微分 算 子 , 它 对 其 后 面 的 函数 还 有 微分 运算 
的 功能 。 

з. 旋 度 

矢量 a 的 旋 度 以 Vxa 表示 , 其 定义 式 为 


уха-шщ(. да даг _ даз 


дуа дз ду 
+u (2 — Su) (ї-23) 


дл дуз 
ЕЛЕ 9 


g )+us 


86 19. _:8@ а 
та-та | 2 рс (11-28) 
а G G 


(四 》 矢 量 的 二 次 微分 运算 
在 场 论 中 常常 遇 到 一 些 二 次 微分 运算 , 为 便于 查阅 , 这 里 引进 
若干 二 次 油分 运算 公式 (不 作证 明 )。 
在 作 二 次 微分 运算 中 , 除 应 用 哈密 尔 顿 算 子 
Y= u turar tea 
以 外 ,还 引进 拉 普 拉 斯 算 子 
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2 
A= rt 2+4 Фи ОУ 


ХИЛИС, я юш s жа 


r 


дь, | аы, А 
а-у)» (а. -+ ба бы. ба) м, 


к= a +a, 203 Jus 
ga 


Obs 
+as ду» )us 


下 面 列 出 et 
1. У(фф) = ФУ рУф 


2. У. (фа) =фУ-:а+7ф-а 

3. У. (ахь) =. (Уха) -ах (V xb) 

4. V(a-b)= (b-V)a+(a-V)b+bx (Уха) ах (Ух) 
5. Ух (фа) = (Уф) ха+ф(Уха) 

6. Vx (ах) = (b-V)a—-b(V:a)— (a-V)b+a(V+b) 

7. Vx (уф) =0 

8. У. (Уха) =0 

9 


. Ух (Уха) =У(У:а) Да 

10. (a-V)a= 1/2 а?--ах (Уха) 

11. фр) =A(#0) =p +2 Уф + уф 

12. У. (Уф) = Уфе дф 

18. У. (фур) =Ффдф-+ЕУф+Уф 

(E) 矢量 场 的 分 类 

由 上 面 讨论 可 知 ， 矢 量 场 的 特点 可 用 矢量 的 散 度 一 矢量 的 
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数 性 导数 以 及 旋 度 一 一 矢量 的 矢 性 导数 加 以 表征 。 在 工程 上 ,为 讨 
论 问题 方便 , 常常 根据 矢量 的 散 度 、 旋 度 及 其 组 合 ,将 矢量 场 划分 


为 下 列 各 类 ， 
一 、 螺 管 场 
如 果 矢 量 函数 a 处 处 满足 
diva=0 
则 此 矢量 场 为 螺 管 场 。 
二 、 无 旋 场 
如 矢量 函数 a 处 处 满足 
rota=0 


则 称 此 矢量 场 为 无 旋 场 ， 由 于 任 一 标量 函数 少 梯度 的 旋 度 便 等于 
Ж, 因而 , 对 于 无 旋 场 为 
a=gradġ 
上 式 表明 ,无 旋 场 即 为 有 势 场 。 
3. 复合 lamellar 场 
如 矢量 函数 a 处 处 满足 
а. (Уха) =0 
则 此 矢量 场 称 复合 lamellar 场 ， 由 矢量 的 代数 运算 可 知 , 此 矢量 
场 的 矢量 函数 a 处 处 满足 
al Vxa 
4. Betrami 场 
如 矢量 函数 a 处 处 满足 
ax(Vxa)=0 
则 称 Betrami 场 ， 其 特点 是 矢量 函数 a у Vx a 处 处 平行 。 
5， 螺 管 复合 lamellar 场 
对 于 这 种 矢量 场 , 其 矢量 函数 a 处 处 满足 
Qa:(Vxa)=0;diva=0 
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6. EHA Betrami 场 
对 于 这 种 矢量 场 , 其 矢量 函数 @ 处 处 满足 
ах (Уха) =0; іуа=0 
7. 拉 普 拉 斯 (Laplaeian) 场 
对 于 这 种 矢量 场 ,矢量 函数 a 处 处 满足 
V.a=0,Vxa=0 
H Vxa=0,nf 48 a= Ve, 于 是 
V.a=V-.(Vq)=V°$+=A$=0 

上 式 表 明 , 对 于 这 类 矢量 场 , B| HPK иф В i E 

表述 。 
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